Matematisk statistik Lésning till tentamen: 2009-01-08 kI 08°°-13°°

Matematikcentrum FMS 012 — Matematisk statistik for I, CDE, FIIN 9hp
Lunds tekniska hogskola MAS B03 — Matematisk statistik for fysiker, 9hp
Lunds universitet (Aven FMS022, FMS121, FMS233 for CDE, I, resp. fysiker)

1. Infor hindelse-beteckningarna

A = "ridjuret idter upp en given tulpan”
G ="en tulpan ir gul”, R = "en tulpan drr6d”, S = "en tulpan ir svart”
(a) Vi har givet firgsannolikheterna P(G) = 0.3, P(R) = 0.5, och P(§) = 0.2, samt P(4 | G) = 1.0, (4p)

P(A| R) = 0.6, och P(4 | S) = 0.1. Sannolikheten att ridjuret dter upp en tulpan den triffar pd ir
da, enligt satsen om total sannolikhet,

P(A) =P | G)P(G) +PA| R PR +PA|S)PO)
=1-03+0.6-0.5+0.1-0.2=0.62.

(b) Infor beteckningen 7" = “rddjuret triffar pa en tulpan”. Nu ir det inte sikert att riddjuret triffar p&  (6p)
tulpanen, och vi noterar att svaret i (a) i sjilva verket dr den betingade sannolikheten P(4 | 7) =
0.62. Fran uppgiften vet vi att P(7") = 0.8. Den sokta sannolikheten ir nu

P(T & tulpanen stir kvar)  P(tulpanen star kvar | 7) P(T)
P(tulpanen stér kvar) B P(tulpanen stér kvar)

P(7" | tulpanen stir kvar) =

Att tulpanen inte stdr kvar kan bara intriffa om radjuret dok upp, och dessutom at upp tulpanen,
och vi far

(I1-PA|T)P(T) (1-0.62)-0.8 0.304

= = ~ 0.6032.
1-P(TYPA| T) 1—-0.8-0.62 0.504 3

P(7" | tulpanen stir kvar) =

Alternativt kan man i nimnaren anvinda satsen om total sannolikhet 4nnu en ging, genom

P(tulpanen stir kvar) = P(tulpanen stir kvar | 7') P(7") 4 P(tulpanen stir kvar | 77) P(7™)
=(1-0.62)-0.8+1-(1—0.8 =0.504.

2. (a) Den sammanlagda betjiningstiden for en kund vid lager A 4r X + ¥ + Z, med vintevirde E(X +  (4p)
Y+2)=EX)+EY)+EZ) =2+43+6=11,varians VIX+ Y +2) = VX)+V(¥)+ V() =
2% + 3% + 6> = 49 och standarddavvikelse DX + YV +2) = VWX + Y + 2) = 7.

(b) Betjiningstiderna for olika kunder vid vart och ett av lagren ir likaférdelade och oberoende, s att  (6p)

de sammanlagda betjiningstiderna, 74 = ,L(;Ol Xy + Y, + Z;) respektive 7 = /160:01 W, 4r

approximativt normalfordelade enligt centrala grinsvirdessatsen. Vi fir att
TAEN (1005()( Y +2), VIOOD(X + Y + Z))
75 € N (100E(W), v100D(W))

och E(74) = 1100, D(74) = 70, E(Tp) = 1000, D(74) = 60. Approximativt blir den sokta
sannolikheten

Ty— Tz — (1100 — 1000 0— (1100 — 1000
P(TA<TB):P(TA—TB<O):P<A B—( ) ( ))

<
V702 + 602 V702 + 602
~ @(—1.0847) =1 — ¥(1.0847) ~ 1 — 0.86 = 0.14.



3. Uppgiften har tvd aternativa l8sningar: direkt resonemang eller direkt rikning:

Ale. 1:

(b)

En exponentialférdelad variabel multiplicerad med en positiv konstant ir ocksé exponentialfordelad.
Dirfor dr 2X exponentialfordelad, med vintevirde 24, vilket 4r samma f6rdelning som for Y.
Eftersom variablerna ir oberoende miste P2X < V) = P(Y < 2X) av symmetriskil, s att
PX<Y)=1-PY <2X)=1-P2X <Y)=1-P@2X <Y), dir den sista likheten fsljer
av att variablerna ir kontinuerliga. Alltsd maste P2X < Y) = 1/2.

: Titheterna for X och Y ges av fx(x) = %e‘x/ 4, x > 0, respektive fy(y) = ﬁe_"/ @4y > 0. Den

sokta sannolikheten fis genom integration av den simultana titheten, fy y(x,y) = fx(x)fy(y), over
omridet 0 < 2x <y:

PRX <Y) = /OO /Ooﬁ((x)fy(},)dydx — /OO le—x/ﬂ (/OO ie—y/(za)d},> dx
0 2x 0o 4 2w 24

oo o % 1
— / _efx/zz |:_ef)//(2a)} dy = / _efx/a672x/(2a)dx
0o 4 y=2x 0o 4

oo
_ /OO le—2x/ﬂdx _ _le—?,x/ﬂ _ l
0 a 2 *=0 2

Detta ir typexempel pa stickprov i par, och limplig modell ges av att z;, 7 = 1, . .., 10, ir oberoende
observationer av en stokastisk variabel Z € N (A, o). En skattning av A ges av A* = z = —0.46.
Skattningens fordelning ir N (A, ,/1/10). (Om vi haft fler observationer kunde néjt oss med
att bara likafordelade observationer, si att skattningen dr ungefir normalférdelad enligt CGS.) En

skattningav o, drs, = v/0.1404 = 0.3747, och medelfelet for A* blir d(A*) = sz/\/m =0.1185.
Frihetsgraderna dr 10 — 1 =9, och vi fir ett 95%-igt konfidensintervall genom

In = A" + #.025(9)d(A*) = —0.46 £+ 2.26 - 0.1185 = (—0.728, —0.192).

Nu kan vi inte lingre anvinda stickprov i par, utan méste anvinda de tvi stickproven direkt. En en-
kel modell blir nu att x; och y;, 7 = 1,..., 10, dr oberoende observationer av tva stokastiska variabler
X € N (u, 0y) respektive X € N (u+ A, 0,). Vi antar dessutom att 0, = 5, = 0. Stickprovsme-
delvirdena ¥ och 7 har férdelning N (1, 5/1/10) respektive N (u + A, 5/1/10), och skattningen

D2 2
A* = y—Xx har fordelning N (A, o\/ 15 + %), dir o skattas med s = 1/ % =5.19.
Medelfelet blir d(A*) = s1/2/10 = 2.32, och frihetsgraderna ir 10 — 1 + 10 — 1 = 18. Konfi-

densintervallet ges av
Ih = A+ to.()zs(lg)d(A*) = —0.46+2.10-2.32 = (—534, 432)

Intervallet 4r nu oanvindbart brett!

5. Uppgiften ir egentligen felformulerad; det ir signifikansnnivin 1% som onskas. Ett test pa nivin 99%
skulle nistan alltid forkasta nollhypotesen! Naturligtvis 4r det ocksd si att nir accelerationen ir noll ir
planet horisontellt, inte tvirtom.

(a)

(b)

Skattningarna av 3-parametrarna fis genom

B —0.1390
B = B | =XIX) Xy = | 2.328
5 —0.1647

och o skattasavs = 1/Qy/(21 — 3) = 0.164.
Vi anvinder konfidensmetoden, och forkastar Hy : B, = 0 till forman for H; : B, # 0 om
intervallet inte ticker 0. Medelfelet for 35 fis genom 4(3;) = 5 - \/c2, dir ¢, 4r diagonalelementet i

(X7X)~! motsvarande Ba, dvs ¢; = 0.3529. Intervallet blir
Is, = B % 1000521 — 3)d(B}) = —0.1647 £ 2.88 - 0.0974 = (—0.445, 0.116),

och vi kan alltsd inte forkasta noll-hypotesen, vilket tyder pd att planet inte lutar.

(10p)

(10p)

(10p)

(4p)

(8p)



(c) Vi ska konstruera ett konfidensintervall for ug = u(1.5), och sitter xo = [1, 1.5, 1.5%]. Punktskart-  (8p)

ningen ges dd av u; = xo3* = 2.9828, med medelfel d(u;) = sy /xo(XTX)_lxoT = 0.0470. Ett
99%-igt konfidensintervall (Anmirkning: uppgiften specificerade inte konfidensgraden, sd vi 4r fria
att vilja sjilval) ges av

Ly = 145+ 10,005 21 — 3)d (1) = 2.9828 + 2.88 - 0.0470 = (2.847, 3.118).

(a) Vivetatt fx(x) = ‘—11 e ¥ forx >0 och fy(y) = ﬁ e /2 for y > 0. Det ger (6p)
L(p) = fx(x) - fr(p) = ie_x/“ . ﬁ eV =1y b/ 2/u,
() =InL() =1Ind — 2y — 22
X % x4%
%:_ﬁ+%ﬂ:0:>HML:TZ
(b) Vi vet, eftersom det ir exponentialfordelning, att E(X) = yu, V(X) = u?, E(Y) = 2uoch V(¥) = (6p)
(2((1)2. Det ger
EQ) =BG (X +5) =5 (B0 +52) =3 (ut %) =u
V@) = & (V0 +42) = & (0 + ) = 4
© V() =5 (VOO + VY + 1)) = 3 (2 + 1e(V(Y) + V(12) +2C(Y, 1)) = (8p)
= (@ + 15(@Qw* + Qw* +29) = 3 .
Ja, det blir bittre eftersom variansen minskar frin % p? = 0.5 dll g P = 0.410°.



