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Matematikcentrum FMS 012 — Matematisk statistik for I, CDE, FIIN 9hp

Lunds tekniska hogskola MAS B03 — Matematisk statistik for fysiker, 9hp

Lunds universitet (Aven FMS022, FMS121, FMS233 for CDE, I, resp. fysiker)
1. (a) Den totala vikten ir Z = X + Y, som ir Normalférdelad eftersom det ir en summa av tvd

(beroende) Normalférdelade variabler. Vintevirdet dr £(2) = E(X) + E(Y) = 13, och variansen
gesav V(Z) = V(X) + V(Y) + 2C(X,Y) = 22 + 1> + 2 = 7, si att sammanfartningsvis
Z € N(13, /7).

(b) Sannolikheten for 6verviktigt bagage 4r P(Z > 20) = 1 — P(Z < 20) =1 - & (%) R~
1 — $(2.6458) ~ 0.004075. (Tabell: mellan 0.00402 och 0.00415)

(c) Risken att minst en av de 100 passagerarna har 6verviktigt bagage ges av P(minst ett Z; dr > 20) =
1 — P@lla Z;ir < 20) = 1 — Plettgivet Z; ir < 20)1%° = 1 — P(Z < 2001 = 1 — (1 -
0.004075)'% ~ 0.3352. (Tabell: mellan 0.33 och 0.34)

(a) Den sokta sannolikheten ir

& < 5 -5 1 5
PX > 40) = dx = dx = =04+ -—=1/9~0.1111.
( ) «)f%@) (Z; (54 x)? {5‘+x}4o 5 /
(b) Antalet "lyckade” forsok att dverskrida grinsen under ett dr dr ¥ € Bin(365, p), dir p = 1/9. Ef-

tersom 365-1/9-8/9 ~ 36.05 > 10 kan vi tillita oss att normalapproximera binomialférdelningen
med ¥ ~ N(365/9,1/36.0494), och fir den sokta sannolikheten genom

50.5 — 40.5556

P(Y <50)=P(Y <505 ~ &
(¥ <50) = P(Y < 50.5) = $(—

) = $(1.6563) ~ 0.9512.

(Exakt rikning ger P(Y < 50) =~ 0.9477.)

. Antagatt X € N(y,2).

(a) Eftersom V(X) = E(X?) — E(X)? sd farviatt E(X?) = V(X) + EX)* = 22 + 2 = 4 + 2.

(b) Sitt glx) = x2, och berikna derivatan, ¢'(x) = 2x. Gauss-approximation ger nu att EX? ~
2(E(X)) = p?. For u = 0 och 4 ger Gauss-appr. E(X?) ~ 0 och 16, att jimfora med de exakta
virdena 4 och 20. Gauss-appr. underskattar alltsd hir tydlige det sokta vintevirdet, men det relativa
felet 4r mindre dd u = 4.

(o) Gauss-appr. ger nu V(X?) ~ g’(E(X))2 VX)) = (Z‘u)2 222 = 16((12, dvs V(X?) ~ 0 och 256.
Det ir hir uppenbart att Gauss-approximationen ir olimplig dd u = 0, eftersom E(X?) ir ett
métt pd hur mycket X i (kvadrat-) medel avviker frin 0. Taylor-utvecklingen av g(x) kring y, som
Gauss-approximationen bygger p4, ignorerar helt variationen i X och avbildar alla x-virden pé 0 nir
u = 0, men bibehéller en del variation nir u = 4. Figuren visar Taylor-utvecklingen av g(x) i de tv&
fallen (heldragen= g(x), streckad=fallet u = 0, streck-prickad=fallet u = 4). Vi ser di ocksd att

om variansen varit storre hade vi inte ens kunnat vinta oss en bra approximation ens for fallet u = 4.
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(@) Det dr rimligt att anta att de olika observationerna i ett stickprov dr oberoende av varandra, och

att tiderna har indlig varians. Eftersom de ir dragna slumpmissigt ur en viss population kan vi
ocksd se dem som observationer av en gemensam fordelning. Forutsittningarna for CGS idr dirfor
uppfyllda, och alltsd blir stickprovsmedelvirdet x ungefir normalférdelat, med négot vintevirde
E(X;) och standardavvikelse o,. Medelfelet for skattningen av vintevirdet ges av s, /\/n, n = 20, sd
att det sokta konfidensintervallet ges av

]E(X,') :x+t.05(m— 1) - Sx/\/Z = 27.10 +£ %.025(19) - 105526/\/%
~ [t-kvantil =2.0930] ~ [22.1612, 32.0388] ~ [22.16, 32.04]
~ [t-kvantil frin tabell =2.09] =~ [22.178, 32.032]

(b) Skillnaden i medelvirde fore och efter ir ca 2, vilket riskerar att 6verskuggas av variationen mellan

individer. Det dr diremot rimligt att anta en modell dir varje forsoksperson har sitt eget personliga
vintevirde, och att forindringen ska mitas relativt dessa. Situationen ir alltsd en vanlig "stickprov
i par”, ddr vi ska testa om det gemensamma vintevirdet f6r Z; dr 0 eller inte: Hy : E(Z) = 0,
H, :E(Z) #0.

Med en likadan motivering som i (a) kan vi normalapproximera skattningen av vintevirdet, z, och
vi kan testa hypoteserna med konfidensmetoden: Ett 95% konfidensintervall for £(Z) ges av

Ipz) i 2% to.0p5(n — 1) - 5,//n = —1.750 % 1,025(19) - 3.8781/+/20
~ [t-kvantil =2.0930] ~ [—3.560, 0.0650]
~ [t-kvantil frin tabell =2.09] ~ [—3.5624, 0.0624]

Eftersom 0 ligger i intervallet kan vi inte forkasta Hy (pé nivén 0.05).

Ett annat alternativ ir att stilla upp teststorheten 7 = [(z — 0)/(s;/+/n)| och forkasta Hy om
T > tyop5(m—1). Hir fir vi 7 = 2.0181 < 2.0930 = #;.025(19) och kan alltsi inte heller hir
forkasta Hy. I sjilva verket dr detta test ekvivalent med konfidensintervallmetoden i denna problem-
formulering. (Tabell: # 25(19) = 2.09)

(c) Att ett z; dr negativt betyder att det tog lingst tid att montera byggsatsen forsta gingen. Hir vet

vi egentligen inte vilken férdelning Z har, men hoppas att den kan approximeras med en nor-
malférdelning. Den sokta sannolikheten 4r alltsd

-5 — (—1.750)
P < -5~ ¢(————77) ~ $(—0. ~ 0.2010.
Z < -5) ( 35781 ) (—0.8380) ~ 0.2010

Tabell: 1 — ¢(0.8380) ~ 1 — 0.7995 = 0.2005

(a) Skattningarna av o och 8 ges enligt formelsamlingen av

= Sy _ 535281
See 798444
o =y— "% =695.6 — " -762.7 = 184.3

~ 0.6704

For att f fram medelfelen (skattningar av skattningarnas standardavvikelse) behéver vi en skattning
av 0, och eftersom frihetsgraderna dr » — 2 = 28 tar vis = \/Qo/(n —2) = \/44993/28 ~
40.0861. Medelfelen blir

d(B) = ;

w2
() = sy 12 340806
7 Sk

~ 0.0449
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(b) Enklaste sittet att konstruera ett konfidensintervall for 1/ med ritt konfidensgrad 4r att utgd frin  (12p)

(a)

()

ett konfidensintervall for 3,

][3— élb [8 ito()zs(ﬂ—Z)d(ﬁ
~ [t-kvantil frin tabell =2.05] ~ 0.6704 + 2.05 - 0.0449 ~ [0.5784, 0.7624].

Eftersom [, 6] ticker f med sannolikhet 0.95 och 4,6 > 0 kommer intervallet [1/6,1/a] ~
[1.3116, 1.7290] att ticka 1/ med sannolikhet 0.95:

{a<p<ble{fa<Pochf<ble{1/<1/aochl/b<1/B} & {1/b< 1/ < 1/a}

En omstindligare och dessutom oprecis metod ir att anvinda Gauss-approximation. Problemet
med detta ir att 1/5* inte dr normalfordelad, vilket gor att vi inte har nigon garanti for att
konfidensgraden blir tillricklige stor. Om vi 4nd& utfor approximationen fir vi E(1/8%) ~ 1/
och V(1/8%) ~ V(8%)/B%, si att D(1/B*) = D(B*)/B%, som kan skattas med 4(1/8*) =
d(3*)/(3*)*> = 0.0998. Om nu 1/8* vore normalfordelad skulle ett 95% konfidensintervall ba-
serat pd normalfordelningskvantil (4(1/8*) ir inte y*-fordelad) ges av 1/8* £1.96-4(8*)/(*)* ~
[1.2960, 1.6973]. Detta intervall 4r lite smalare 4n det exakta vi riknade ut tidigare, men har nistan
samma ldge, vilket tyder pa att 1/8* ir tllrickligt normalférdelad for att tillita approximationen.
Det hade dock varit svért att avgéra analytiskt utan att rikna ut det exakta intervallet. Att intervallet
dr smalare tyder ocksd pd att konfidensgraden 4r mindre dn 95%, men det gér inte att avgora sikert
utan mer analys.

Eftersom X € Po(f) och Y € Po(46) s3 blir (8p)

oo p(L(X L YN 2L (EX) ED)N 10 40N
-2 (41 1)) - (B0 51 (0,4

. X+Y\ EX)+EY) 0446
5(92):15( : )Z()S(): : 4

. X +4Y\ EX) +4E(Y) 0+4-40
5(93):‘5( 17 >: 17 = !

och eftersom de ir oberoende blir

Z_ VO V) 8 49 (1 1Y 56
Ve = 5= 82_9<4+16>_16_0.31259
L VOO+VY) 6+40 0
V(0;) = ()52 (): 25 2520'29
X)+42V(Y) 044240 0
V(Q;):V()Tzw): 4400 02250
7 17 289

Alla tre skattningarna ir allesd vintevirdesriktiga, och eftersom V(67) > V(63) > V(03), sd ir 05
den effektivaste skattningen.

Vi viljer att anvinda 0 eftersom det ir den effektivaste skattningen av de tre givna, och fir 65 = (8p)
xﬂ = 22+75 = 955 = 19. Eftersom D(6*) = m enligt (a) fir vi medelfelet som 4(0*) =
\/0* = \/_8 ~ 1.9494. Eftersom 65 = 19 > 15 tror vi att det dr ok att anvinda normalapprox-
imation, och fir ett intervall med approximativ konfidensgrad 95% genom 7y : 05 = Ag.025 4(05) =
1941.96-1.9494 = [15.1792, 22.8208]. (Notera att intervallets undre grins ir s pass ldg att var
normalapproximation kan vara lite riskabel.)

Sitt Z = X 4+ Y. Dddr Z € Po(50). Med 2 = 5 och u = 0 fir vi da genast act ML-skattningen av  (4p)
0 baserat pd en observation z av Z ges av z/5, vilket matchas av 65 = (x + y)/5.

For fullstindighets skull bér vi kontrollera att detta verkligen dr ML-skattningen baserat pa de tv
observationerna; man skulle ju kunna tinka sig att de enskilda observationerna innehéll mer infor-
mation om € 4n vad summan av dem gér. Den simultana sannolikhetsfunktionen ges av

gy 6_49@ = 3_59—9 oy _ ¥ exp (=50 + (x + ) In )

PX,Y(x7_)’) =e ! yl x')/' x'y'

Liget fér maximum m.a.p. 6 beror endast av x + y, och vi ir klara.
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