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1.

2.

(a) Vi vill rdkna ut sannolikheten att det inte regnar pa lordagen givet att det &r sol pa
torsdagen. Vi vet alltsa att Markovkedjan befinner sig i tillstandet “soligt” och vill rékna
ut sannoliketen for de olika tillstinden tva dagar senare. Lat p(® vara en radvektor som
innehaller sannolikheterna for tillstanden “soligt”, “mulet” resp “regnigt” for vidret pa
l6rdagen. Enligt Chapman-Kolmogorovs sats ges p(?) av

07 03 0 \°

pP =pOp2—(100)| 02 04 04 | =(0.550.330.12).
0 05 05

Sannolikheten att aka till stranden ges av 0.55 + 0.33 = 0.88.
Alternativ 16sning: P(“Stranden pa lordag” )=P(“ej regn pa lordag” )=1-P(“regn pa lordag”).
For att det skall regna pa lordag maste Markovkedjan gora 6vergangarna “Soligt” till “Mu-
let” foljt av “Mulet” till “Regnigt”. Detta ger att P(“regn pa lordag”)=Pj9Ps3=0.3-0.4 =
0.12 ger P(“Stranden pa lordag”)=1-0.12=0.88.

(b) Lat radvektorn m = (1 w2 m3) beteckna den stationira férdelningen fér sommarvédret. Vi
har da att w fas som 16sningen till ekvationsystemet wP = 7. Sétter vi véirdena fran P fas

—03m +02m = 0
0.3m — 0.6 +0.5m3 = 0
0.47‘(‘2 — 0.57T3 =0

Fran den forsta ekvationen far vi m; = (2/3)my och fran den sista fas w3 = (4/5)me. Vi
anvinder nu detta samt att m; + w2 + m3 = 1 detta ger (2/3 + 1+ 4/5)my = 1 vilket ger
mo = 15/37. Detta ger i sin tur att m; = (2/3)(15/37) = 10/37 och 73 = (4/5)(15/37) =
12/37. Vi far alltsa att den stationéra foérdelningen ges av = = (10/37 15/37 12/37). Sa i
genomsnitt dr det soligt 10/37 av tiden mulet 15/37 av tiden och regnigt 12/37 av tiden.

X = antal felaktiga i stickprovet € Bin(1000, p), x = 25, p* = x/n = 0.025. Vi vill testa om
andelen felaktiga minskat. Vi kan da anvinda foljande hypoteser Hy: p = 0.03, Hy: p < 0.03.

Om Hy sann sa 1000-0.03-0.97 = 29.1 > 10 och p* € N (0.03, ,/W) = N (0.03, 0.0054)

p*—0.03  0.025—0.03

0.0054 ~  0.0054
Andelen felaktiga &r inte signifikant mindre &n tidigare.

Eftersom = —0.927 £ =Xy = —Xp.05 = —1.64 kan Hj inte forkastas.

Alternativ 16sning: Gor ensidigt uppat begréansat konfidensintervall for p. Vi kollar forst att
np*(1—p*) > 10 . Vi har p* = 25/1000 = 0.025 ger np*(1—p*) = 1000%0.025%0.975 = 24.375 > 10
sa normalapproximation OK. Bilda approximativt ensidigt konfidens interval enligt

I, = [0, p* + Aa - d(p*)] = [0, 0.0025 + 1.6449+/0.025 * 0.975/1000] = [0, 0.0331]

Eftersom 0.03 ligger i konfidensintervallet kan vi inte forkasta att andelen felaktiga &r samma
som innan.

Alternativ 16sning2: Anvénd direktmetoden efter normalapproximation. Vi kollar forst att np*(1—
p*) > 10 . Vi har p* = 25/1000 = 0.025 ger np*(1 — p*) = 1000 * 0.025 % 0.975 = 24.375 > 10
sa normalapproximation OK. Vi rdknar approximativt ut sannolikheten att fa 25 eller firre
felaktiga givet att andelen felaktiga #r 3%. Utan halvkorrektion

P(X < 25,p=0.03) ~ ®((25—30)/+/0.03 - 0.97 - 1000) = (—0.9269) = 1—&(0.9269) ~ 0.1762 > 0.05.



Med halvkorrektion

P(X < 25,p=0.03) ~ ®((25.5—-30)/v/0.03 - 0.97 - 1000) = $(—0.8342) = 1—P(0.8342) ~ 0.2033 > 0.05.

Vi kan inte forkasta att andelen felaktiga dr samma som innan, (vare sig med eller utan halv-
korrektion).

3. Eftersom skillnaden i jarnhalt dr stor mellan de olika groparna och viardena pa A och C-niva ser
ut att samvariera ansétter vi modellen stickprov i par:
xp — Fe-halt pa A-niva i grop k € N(ug,01),
yr — Fe-halt pa C-niva i grop k € N(ux + A, o2),
och de intressanta hypoteserna ar Hg: A=0, Hy: A # 0.
Bilda differenser zp = yp — Tx:

2.81,4.35,2.83,2.32,0.41, —40.35,4.62, 3.72, —0.63, —0.57

Enligt modellen &r z1,...,210 € N(A,\/0} +03) = N(A,0)
5=1.951 och 5. = |/ gy S0 (2 — 2)?=2.064.
Testkvantitet ¢ = £20=1/105321=2.989.
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Eftersom |t| > t0.025(9) = 2.26 forkastas Hy pa niva 0.05. Det finns alltsa en signifikant skillnad
i genomsnittlig jarnhalt mellan olika nivéer.

ﬁ

Alternativt kan ett 95 % konfidensintervall for A goras:

Sz

Vio' ~
2.064
= (1.951 £2.26=—) = (1.951 4 1.475) =

V10

IAn = (5it0.025(9)

= (0.48,3.43).

Eftersom intervallet ej tédcker 6ver 0 ar slutsatserna de samma som ovan vid hypotestestet.

4. Lat T vara en stokastisk variabel som anger typen av lampa. T kan anta virdena L, N och E.
Lat X vara en stokastisk variabel som beskriver en slumpmaéssigt vald lampas lystid.

(a) Enligt satsen om total sannolikhet ges tétheten for X av

fx(@) = fxr=0(x)P(T = L) + fxr=n(2)P(T = N) + fxjr=p(z)P(T = E).

Nu anvénder vi att de betingade fordelningarna for X &r exponentialférdelningar med
vantevarden 400, 700 och 1000 for L, N respektive E-lampor. Vi vet ocksa att andelarna &r
0.4, 0.35 och 0.25 for L, N respektive E-lampor. Detta ger att

__z
e~ 1000 ,

I = |
fx(xz) = 0.4@6 400 +0.35%6 700 +0.251000

(b) Vill berdkna P(T = y|X = 600) for y = L, y = N och y = E. Bayes sats ger

_ ) fX|T:y(x)P(T:y)
PO =X =0 = oPT = 1) + Fxprn (@) P(T = N) + Fxyrp(@) P(T = B)

Sétter vi in siffrorna fran uppgiften fas

P(T = L|X = 600) ~ 0.39, P(T = N|X = 600) ~ 0.37, P(T = E|X = 600) ~ 0.24.
(c) Forst behover vi rdkna ut P(T = y|X > 600) for y = L, y = N och y = E. Precis som 1

(b) kan vi anvéinda Bayes-sats vilket ger

P(X > 2T =y)P(T =y)
PX>aT=L)P(T=L)+P(X>2[T=N)P(T=N)+P(X >a|T =E)P(T=E)

P(T = y|X > 2) =



For berdkna detta uttryck behdver vi forst berikna de ingaende sannolikheterna

o0
1 z
PX>z|T'=1L)= / me_ﬁdy = e~ 100

T

Pa samma sétt fas
P(X>z|T =N)=¢70, P(X >a|T = E) = e 100,
Sétter vi nu in dessa uttryck med x = 600 i utrycket for P(T = y|X > 600) fas
P(T = L|X > 600) ~ 0.24, P(T = N|X > 600) ~ 0.40, P(T = E|X > 600) ~ 0.36.

Vi ser att den storsta betingade sannolikheten ges av P(T = N|X > 600). Vi utgar alltsa da
fran att 7' = N. Lat Xy vara en exponentialfordelad stokastisk variabel med vantevirde 700.
Vi vill berikna sannolikheten
P(Xyx > 6004+ 500N X,, >600) P(Xy > 1100)
P(Xx > 600+ 500| Xy > 600) = =
(X 2 600 + 500Xy = 600) P(Xy > 600) P(Xy > 600)
o—1100/700

_ __—500/700 .
= o000 e ~ 0.49

Alternativt kunde vi utgatt fran att exponentialférdelingen dr sa kallat minneslds och direkt fatt
P(Xn > 6004 500| Xy > 600) = P(Xy > 500) = e~200/700 .49,

. Vi har efter var transformation 6verfort problemet pa en standard linjir regressionsmodell. Sa
vi behover beriikna de olika summorna som behovs for att beriéikna skattningarna. Forst har vi
att T = 2321 x;/20, zZ = ngl zi/20. Sedan kan vi berékna

20 20 20 20
Sy, = Z(CL’Z —z)(zi—2) = <Z a?izi) — (Z 1'1) zZ— <Z ZZ‘) T+ 20xz
=1 =1 =1

i=1

Pa samma sitt fas

20 20 2
Spa = (Z a:?) — (Z:pl> /20
i=1 i=1

.- (z) . (Z ) /20

i=1 i=1

och

Sétter vi nu in siffrorna fran uppgiften fas
T~ 11.397, z ~ 0.6275, S,, ~ 134.08, S,, ~ 62.698, S,, =~ 29.695.

(a) Skattingarna av «, (3 och o fas enligt formelsamlingen som

o = Z—78,. /8. & —4.7006, B* = Sy./Spe ~ 0.4676, 0* =5 = \/(S.. — 52,/S2)/(n — 2) ~ 0.1455.

(b) Vi vill nu gora att 99% intervall f6r uppmiitt transformerad effekt (Z) da = = 11m/s, dvs
vi vill gora ett prediktionsintervall for Z. Enligt formelsamling géller

1 _ 7)\2
I7(0) = | + 208" % t0.005(n — 2)5\/1 + -+ (@ -2
n Sia
Satter vi in siffror fas
1 0.1560
I = [—4.7006 + 11 - 0.4676 £ 0.14554/1 + — = 10.0134 0.8722|.
Z(1) * \/ Tt 134.08] [ ]



(c)

For att fa ett intervall for uppmiétt effekt Y utnyttjar vi att Z dr en monotont vixande
transformation av Y och dédrmed &r Y en monotont vixande transformation av Z. Vi kan
dérmed fa att prediktionsintervall for Y genom att transformera grianserna i intervall for
Z. For att gora detta maste vi forst bestimma hur Y beror pa Z. Vi har att

n(Y/1-Y)) = Z
Y/(1-Y) = €7

Y = Z(1-Y)
Y(1+e?) = €7
Z
(&
Y = ——
1+e?

Applicerar vi det héir sambandet pa Z:s intervall fas
Iy 11y = [0.5034 0.7052],

dvs effekten blir mellan 503 W och 705 W med 99% sannolikhet.

6. Antag att x1, xo och 3 édr oberoende observationer av en stokastisk variabel med téthet

(a)

1 —z/0 >0
_ 9,910;10 e x>
Fx(z) { 0 z < 0.

Likelihood funktionen ges nu av

L(0, 71,29, 23) = fx(w1)fx(22) fx (3).

For att hitta ML-skattingen av 6 skall vi maximera L map pa 6. Detta gors littast genom
att vi forst bildar log-likilihood funktionen (0, x1, z2,x3) = In(L(0, x1, z2,x3)). Sitter in
uttrycket for fy fas (givet att x1, o och x3 > 0)

10,21, x2,23) = 3In(9!) — 301In(0) + 9In(x1z923) — RS

0
For att maximera deriverar vi map 6 da fas
o 10, 21, w2, x3) = 30 mAaatas
00 0 62
Vi séitter uttrycket lika med noll och l6ser for 6 da fas
0%, = W = (11.045 + 10.474 + 13.593) /30 ~ 1.1704.

Vi vill nu rékna ut medelfelet for 67,;, dvs standardavvikelsen med eventuella parametrar
ersatta av sina skattningar. Tittar vi ndrmare pa X:s tdthetsfunktion ser vi att X kommer
fran en gamma-fordelning med parametrarna p = 10 och A = 1/6. Eftersom 6},, = (z1 +
x9 + x3)/30 fas

D(Oir1) =/ V(0%) = 1/30\/V(X1) + V(Xa) + V(X3) = v/3V(X)/30 = V3D(X)/30.

Vi uttnyttjar nu att X &r gamma-fordelad. Formelsamlingen ger V(X) = p/\? = 1002
vilket ger D(X) = v/100. Satter vi in detta i uttrycket for D(63,,) och ersitter § med sin
skattning 603,; fas medelfelet som

D(6%,;) = 1.1704/+/30 ~ 0.21368.



(¢c) En gamma-fordelning med parameter p=10 kan ses som en summa av tio exponenti-
alférdelade oberoende variabler. Eftersom X;, X5 och X3 &r oberoende och likafordelade
gamma variabler med p=10, A = 1/0 fas att X; + X2 + X3 dr gamma-fordelad med p=30
och A = 1/6. Vi kan saledes se 6},, kan ses som en omskalning av en fordelning som kan
ses som en summa av 30 oberoende likaférdelade exponential variabler. Sa vi kan enligt
CGS anta att 6},; approximativt normalférdelad med véntevirde pA/30 = 300/30 = 6 och
standardavvikelse ,/pf/30 = 6/4/30. Vi vill testa Hy : = 1 mot Hy : § > 1 pa nivan 5%.
Vi gor nu ett nedat begrinsat approximativt 95% konfidensintervall for 6 enligt

Ip = [0, — Aad(0yp), 0] = [0.81893, o).

Eftersom vart 95% konfidensintervall ticker 6ver punkten 6§ = 1 kan vi inte forkasta Hy.




