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1. LatX; € N (3, 0.5) vara den mingd fotogen Muminfamiljen anvinder dag 7.

(a) P4 tre veckor, dvs » = 21 dagar, anvinder Muminfamiljen ¥ = ZX’ dl fotogen. D3 har vi att
=1

21 21 21
E(Y) = E(ZXZ-) = Z EX) =) 3=21-3=63d medan
=1

21 21
V(Y) = V(ZX) [eftersom X dr oberoende] = Z VX;) = Z 0.52 = 21-0.52dI? och

D(Y) = \/V(Y = 0.5v21dL
Eftersom X; dr normalférdelade giller det ocksd att ¥ € N (63, 0.5V21 >
(b) Lat y vara m%ingden fotogen i dunken. Muminpappan har konstaterat att P(Y" < u) = 0.95. Eftersom

— 063 u— 063 uw—063
Yy <w=P < o
i W= (O 5v21  0.5v21 ) (0.5\/21

— 63
5\/_ )\1_0.95 = )\0_05 sd att W= 63 + )\0_6045 05\/ﬁ ~ 66.77 dl
1.

Dunken rymmer ca 6.7 liter.
(c) Den verkliga fotogenitgingen ir Z = ¥ 4+ 6 € N (63 + 6, 0.5v21) = N (69, 0.5v/21) och

66.77 — 69
P(Z <) =®(Z <66.77 ————) = #(—0.97) = 1 — ®(0.97) = 1 —0.8349 = 0.1651.
Z<w=20Z< ) = & 5\/E) ( ) (0.97)

2. Eftersom vi ska studera ett linjirt samband ansitter vi den linjira regressionsmodellen y; = o + Bx; + ¢; dir

) = 0.95 fir vi, genom att utnyttja att P(A,) =

1 — o, att

e, € N (0, o) ir oberoende fo6r i = 1,...,7 med » = 10. Om det finns ett linjirt samband kommer [3
att vara skilt frin noll. Vi ska alltsd testa hypoteserna Hy: 3 = 0 mot H;: B # 0 pd signifikansnivén, t.ex.,
p =0.05.

(= Sx 1
Vi har att[3 Z(xz x)()’z _)’) _ %y _ 1.046 — _0.7387 darﬁ* N <[37 L) och

S (x; — %)? See 1416 VS

. Qo st (—1.046)> 4.0233
=s5= = =S5, — — =4. ————— =402 = = 0.7092.
o =5 p— med Qp = S, S 796 416 0233 0—2 0.709

Alt.1: Konfidensintervall. Eftersom ﬁ* € N <ﬁ, dir o har skattats med s, ges ett tvasidigt 95 %

0.7092
—0.7387++ 8
\/S_xx) ( 0.22;() NAWATS

Eftersom Ho: 3 = 0 ligger i intervallet kan H inte férkastas. Det finns alltsd inget signifikant linjirt samband

=)

konfidensintervall for 3 avIg = 3"+, t,/2(n—2)-

) = (—=2.11, 0.64).

mellan kéldutbredning och storlek hos marror.

Alt.2: Teststorhet. Om Hy: p = 0 4r sann giller atcc p* € N <0 > och dirmed ocks3 att

o

’ \Y SXX
=0 *—0

P € N(0, 1) ochr = € t(n — 2). Vivill undersska om 3* ligger misstinkt langt fran 0, dvs

oV S $/V/ S

om |¢| dr stérre dn det borde vara.
gr—0| ‘ —0.7387 — 0
S/ Sxx 0.7092/7/1.416

kan Hj inte forkastas. Det finns alltsd inget signifikant linjirt samband mellan koldutbredning och storlek

Eftersom |¢| = = | —1.2395] = 1.2395 % %.025(n — 2) = t5.025(8) = 2.31

hos mérror.



atb  —1+1

0
2 2

3. Vihar, enligt formelsamlingen, att nir X € R(a, b) = R(—1, 1) sd giller att E(X) =
(b—af (—CDP 1

och V(X) = — samt
12 12 3
Sx(x) ! ! 1f"a< < b dvsfor—1<x<1
= = == r > r — .
xX\Xx b—a = (1) 20 Sx < vs 10 <x <
Enligt satsen om vintevirden av funktioner av stokastiska variabler har vi att
> b2 1Y 1 11
E(Y) = E(X?) = 2, 4,52/ =2 2Ll
() = EXD /_ooxﬁ‘(x) 2" %], "6 6 3
1 1
Detta kunde ocksé beriknats med V(X) = E(X?) — E2(X) = E(X?) = V(X) + E*(X) = 3 +0% = 3

2 4 ! 4 1.96‘4 .X‘S ! 1 1 1 .
EftersomE(Y):E(X):/_lx -ﬁ((x)dx:/_lidx: [E}_l :E—I—E:gfirwatt
4

1 1
V() =E(Y?) —E*(Y) == — (2)* = —.
(Y) = E(Y") (Y) 5 (3) %
Med Gaussapproximation fir vi istillet E(Y) = E(X HhaEB2X)=0>=0 respektive

V(Y) = V(X?) = [eftersom %xz = Zx} = QEX))?-VX) = (2-0)- % =0.

Gaussapproximationen utnyttjar forsta ordningens 1

Taylorutveckling av y = ¢(x) kring punkten x = E(X),

dvs g(x) = x* = o 08

1 I

~ gE00) + ¢/ B0 - T EXD IE,(X)) = ~ o0

= EX(X) + 2E(X) - (x — ECY)). u O

Eftersom E(X) = 0 approximeras funktionen y = x* 0.2

(heldragen) med funktionen y = 0 (streckad). Det ir 0

en virdel6s approximation eftersom x? ir langt ifrin o2

linjdr i nirheten avx = E(X) = 0. -15 -1 -05 0 05 1 15

. Lat X vara antalet hatifnattar p3 en #dm? stor grismatta. Det giller, enligt uppgiften, att X € Po(A#) samt
att antalet hatifnattar pé olika markbitar 4r oberoende. Vi har ocksa nytta av att E(X) = V(X) = Az

(a) Viharatt# = 1m? = 100dm? s§ att X € Po(At) = Po(1 - 100) = Po(100).
Eftersom Az = 100 > 15 kan vi utnyttja normalapproximation och
X € N (E(X), D(X)) = N (100, v/100) = N (100, 10).
— 100 _ 120 —100
<
10 — 10

120 — 100
~1— (I)(T) =1—-®(2)~1—-0.9772 = 0.0228.

(b) Vi har oberoende observationer xs,, = 4, xp, = 91, xp, = 51 av de stokastiska variablerna
Xsm € Po(5h), Xpy € Po(100}) respektive Xp, € Po(50)) och ska jimfora skattningarna
w1 Xom o Xpy | Xpey L Xsm + Xpy + Xpe « _ Xpy + Xp
hpy = 7 (—+ o) Msm = = o0 Tz och Ap = ————.
3°5 100 50 5+ 100 4+ 50 100 4 50
Alla tre skattningarna ir vintevirdesriktiga eftersom

1 Xsn |, Xoo | X, 1 EQfsw) | EGRy) | ECGR), 1 ,5h  100n | 50\

Dablir P(X > 120) =1 —-PX <120) =1 — P(X

) &~

EO\pV):E(g(?—i—m-i-s—o))—B( 5 + 100 + 50 )_5(?—1—%_‘_%):)\’
EOL ) = p(om - Xov & Xpey _ EQsm) + EGO) + EQXp) _ 5 4 1001 + 500 _

m 54100 + 50 54 100 + 50 54100 + 50 ’
EOL) = E(XPV + Xp, _ E(Xpy) + E(Xp) _ 100A + 50\ _

Pe 100 + 50 100 + 50 100 + 50



Deras varianser ir
XPV XPt 1 V(Xsm) V(XPV) V(Xp,)
)) = [ober.] = (

1 Xom
VOL) = V(=2
) (3( 5 100 1002 502

_ 1 5h 100n 50k —éxwooz%x

327521002 502" 900
V&sm) + V) + V) 5h+ 100A + 500

) =

KXsm + Xpy + Xp

Vism) = V(750 750 ) = [ober] = (5 + 100 + 50)2 =~ (54100 + 50)2
1 .
= 155 A = 0.0065\ respektive
Xpy + Xp, V(Xp,) +V(Xp)  100A + 50 1
Ord = V(50 750) = lober] = =700 75022 (100 1502 150 " = 0-00672

Alla tre skattningarna ir vintevirdesriktiga men Parkvaktens skattning ir simst eftersom den har mycket
storre varians 4n de bidda andra. Snusmumrikens skattning 4r bist. Aven om Smusmumrikens mitvirde
dr osikert bidrar det till att minska den totala osikerheten lite grand.

5. (a) L&t X; vara hallonsyltmingd 7 for 7 = 1,2,3 dir X; € N (p, G) 4ir oberoende.
Eftersom vi vill kunna pavisa om mingden hallonsylt ir f6r liten vill vi testa Ho: 4 = 1 mot Hy: pu < 1
med ett ensidigt test pd signifikansnivin o = 0.05. Det innebir att Filifjonkan inte tinker skimmas
forrin nigon (Gafsan?) har kunnat 6vertyga henne, och andra, om att det verkligen finns for lite sylt i
hennes rulltirta’.

Vi har skattningarna u* = x = 0.8667 respektive

* 1 _ 00139 .. * _ Y 9 o o

n—14
i=1
eftersom X 4r oberoende och normalférdelade.
Alt. 1: Konfidensintervall. Eftersom vi vill underscka om . 4r mindre 4n 1 skall vi gora ett intervall som
innehdller de tinkbara smd virdena for att kunna avgdra om det stdrsta av de smé virdena dr mindre
in 1, dvs ett uppat begrinsat intervall. Eftersom p* = XeN (p., o /\/5) , ddr o skattas med s, ges ett

ensidigt uppat begrinsat 95 % konfidensintervall f6r y av

0.0833
I, = (=00, 4" + t5(n — 1) - —=) = (—00, 0.8667 + 7,053 — 1) -
—_—

\/g 2.92 \/g

Eftersom 1 ligger i intervallet kan Hy: u = 1 inte forkastas. Mingden hallonsylt 4r alltsé inte signifikant

) = (—o0, 1.007).

for liten (men bra nira).

Alt.2: Teststorhet. Om Ho: u = 1 dr sann s giller att u* € N (1 o/\/g), och dirmed att

* _ *
t € N (0, 1) och, nir o skattas med s, att teststorheten ¢ =
o3

Eftersom ¢ =

let(ﬂ—l)

yf

—2.7735 % ta(ﬂ — 1) = —t0.05(2) = —2.92 kan H() inte

wr—1 _ 0.8667 —
sA3 0. ossa/f

forkastas. Mingden hallonsylt 4r alltsd inte signifikant for liten.

(b) Enligt uppgift (a) skall vi férkasta Ho: o = 1 mot H;: u < 1 om x/;\/_ < —19.05(n — 1), om vi
sh/n

. .. . _ s .
anvinder teststorheten, eller, om vi anvinder konfidensintervallet, om x + £ o5(z — 1) - 7 < 1, vilket
n

ir samma sak. Om vi vet att ¢ = 0.04 ska vi férkasta Hy om < —Mo.05 istillet, didr n = 2.

x—1
0.04/\/%
Vi vill alltsd hitta de virden pa yu for vilka vi har styrkan

X -1 0.04
h(w) =P < —A XEN (u, > 0.90.
) = PG5 < —haoslom <pﬁ)

'Om Filifjonkan ir verkligt paranoid kan hon tinkas skimmas tills ndgon lyckas dvertyga henne om att det fakriske finns rillricklige
med sylt i rulltdrean. I s3 fall blir hypoteserna istillet Ho: w = 1 och Hi: u > 1, konfidensintervallet nedét begrinsat och teststorheten ska
jimforas med #9.05(2). Eftersom # = —2.77 % 2.92 kan H) inte forkastas. Det finns alltsd inte signifikant "f6r mycket” sylt i rulltdrean.

Eller s& vill hon att det ska vara perfektionistiskt med precis 1 tsk sylt. D4 testar hon Ho: @ = 1 mot H1: . # 1 med ett tvdsidigt intervall
och teststorheten ska jimforas med #.025(2). Eftersom [¢| = 2.77 % 4.30 kan H) inte forkastas. Det ir alltsd inte signifikant “fel” mingd

hallonsylt i rulltdrtan.



Eftersom P(X%/\;E —o.os |lomX € N <{1 %)) =
0.0 0.04
=PX<1—-2x — XeEN(u, =
( 0.05 * \/— H 0;1(1)4 <H \/E >)
X — W — No.05 - 2 ¢ - < 0.04)
=P XeEN|uw —=])=
(o o4/f 0.04/7/2 | om ¢ )
1 - )\0.05 % - 1— W
) = ®( — ho.05) > 0.90 fir vi, med hjilp av ®(h,) = 1 — a, att

0.04/7/2 U 0.04/2

1—
0. 04/\/_ — 10.05 = M—0.90 = ho.1 och dirmed att
0 04 0.04

LST=Qorthoos) —= =1-(128+1.64)- N = 0.9172.
Villkoret ir alltsd uppfyllt for alla p < 0.9172 tsk.

6. (a) Viharatt E(U) = E(X) + E(YT) = [eftersom Y och T ir oberoende] = E(X) + E(Y) - E(T) =
=2+5-1=7m?

(b) P(T > 1) :/Oofr(x)afx:/ooe_xdx: [~ ] =~ 037.
1 1

(c) Eftersom 7 ir kontinuerlig borjar vi med att berikna den betingade fordelningsfunktionen:?

FT‘T>1(t) =P(T<t|T>1)= [enligt definitionen av betingad sannolikhet] =

P <inT>1) PA<T <y PIT<n)-P(T<1)  Fr()—Fr(1)
P(T > 1) P >1) P(T > 1) - P(T>1)

)—0 -
JL—C—ZC_HWG”EL

d
Srir10) = G Frr1 0 = 5oy = =

Det betingade vintevirdet f6r hur lang tid mérran sitter ner, givet att hon sitter i mer 4n en timme, ges

sd att

avddavE(T | T >1) = / x - fr)r>1(x) dy = / x-e Tl gy = [partialintegrera] =

(o]
_ [_xe—x+1]<1>0_|_/ e g = 141 | [_ —x+1] — 14l = oh
1

(d) Eftersom bide X och Y ir oberoende av 7 harviatt E(X | 7 > 1) = E(X) och E(Y | T > 1) = E(Y)
siatt EA| T>1)=EX)+EY) - ET |T>1)—-1)=2+5-2—1)=7m?
(@ EA=EA|T>1)-PIC>D4+EA|T<1)-PT<1)=7-¢'40-(1-¢')~2.58m?

2Anmz’z’r/ening: Man kan ocksd utnyttja att exponentialférdelningen saknar minne, s& att den 4terstdende tiden 77 = 7" — 1, utdver den

timme hon redan suttit ner, ocksa ir Exp(1)-férdelad. Det ger
t—1 t—1
FT‘T>1(r):P(T§r|T>1):P(T1§t—1|T>1):/ fT(x)dx:/ eﬂafx:[—e

d
FT‘T>1(r)fe fore>1.Vifirockss E(7 | T>1)=14+ET | T>1)=1+1=2h

—x7=1 —r+1
}0 =1—e och

Srir>100) =



