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Lunds universitet

1. (a) Man kan ganska ldtt inse att B kan byggas upp av de oférenliga hindelserna A N B och A* N B. Vi far
allesi P(B) = P(AN B) + P(A* N B) = 0.8. DA fis den sokta sannolikheten direkt ur definitionen av
betingad sannolikhet

P(ANB) 0.3
PA|B)=——7-—=—=0.
Ul B)=—pm— =05 =035
Inser man inte det kan P(4 | B) t.ex. l6sas ur ekvationessystemet
P(ANB) =PA| BP(B)
P(A* N B) = P(A* | BP(B) = (1 — P(A| B)P(B).

(b) Sannolikhetsfunktionen fis ur férdelningsfunktionen med px (k) = Fx(k)—Fx(k—1). Funktionsvirdena
for de £ dir px (k) > 0 blir
px(1) = Fx(1) — Fx(0) = 0.1
px(2) =03 —0.1=02
PX(3) =04
)
)

(c) Startfordelningen dr alltsd po = [1  0]. Féljande tisdags och onsdags férdelningar blir da

0.6 0.4
pr=pP=1[1 0] <0.2 0.8) =1[0.6 0.4]

0.6 0.4
p2=pP =006 0.4]- (0.2 0.8> =[0.44 0.50]

Den sokta sannolikheten ir alltsa 0.56.

2. Om vi lter X vara antalet vinsterben si 4r x = 256 en observation av X € Bin(n,p) dir n = 493.
p kan skattas med p* = x/n = 256/493 = 0.5193 som ir en observation av X /n. Eftersom np*(1 —
p*) = 123.1 klart 6verstiger tumregeln 10 s& 4r X och dirmed p* approximativt normalférdelade. For en
binomialférdelning X dr V(X) = np(1 — p). For p* blir d& variansen, standardavvikelsen och medelfelet

np(1 — p) _ p(1—p)

vy = Lvon -
Ve = V) = SV = -

D) = /7 = [ H2

dp*) = \/P a=p _ \/0'5193 (1= 05193) 4 0225,
n 493

Ett approximativt 95% konfidensintervall for p fis till

I, = p* £ dyppd(p*) = 0.5193 £ 1.96 - 0.0225 = [0.4752, 0.5634] ~ [0.48,0.56].

3. Vi bérjar med att rita definitionsomradet f6r den simultana titheten och konstaterar att den dr > 0 i den
triangel som begrinsas av linjerna y = 0 (x-axeln), y = x och x = 1. Fér att bestimma det betingade
vintevirdet behover vi forst marginalférdelningen for ¥ och den betingade tithetsfunktionen f6r X givet att
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4. (a) Modell: y; 4r observationer av Y; = a+ fx; + ¢;, dir ¢; dr oberoende och N (0, 0)-férdelade. I uppgiften
ir Sy, Sy och Sy, utriknade. V1 behéver komplettera med ¥ = 14.26 och y = 85.559. Parametrarna
skattas med

g == _ 3413
SXX
y— "% = 85.559 — 3.413 - 14.26 = 36.8896

* L s % 9.60
T2 s

(b) D4 temperaturskillnaden 6kar en grad okar energiférbrukningen med S. Ett 95% konfidensintervall
for 3 fis genom

a*

*

V Sxx

(c) Temperaturskillnaden dr xp = 21.8 — 11.5 = 10.3. Gér ett 95% konfidensintervall f6r predikterad
energiférbrukning vid denna temperaturskillnad, dvs

]:3 = [8 + tﬂ/z 2) dﬁ ) —IB + 1. 025(13) ) (087, 595)

1 10.3 — x)?
]y(xO) =o 4 10.3[8* + Z’()_()25(13)0* \/1 + E + (Six)) = (48.4, 95.7)
5.  (a) Vivill altsa testa
Ho: e — 4y =0,
H Ux — Uy > 0.

Vi viljer att utféra hypotestestet genom att konstruera ett nedat begrinsat konfidensintervall for para-
metern (4 — fhy,

Ty—u (ux ty — AaD( — (1), OO> :

Hir har vi
W = 23.2.
[u;:21.1.
Vi — @) = Pl + —)
e =) = 750 T 0

o x 11 11

Ly = (23.2 = 21.1 — Ao - 31623 oo)—( 3.10, 00).
Efterson punkten 0 ticks av intervallet kan man inte forkasta /y pa nivin 0.05.
(b) H, forkastas pa nivin 0.05 om & —Myl > A0.05-
TV 20720



Styrkefunktionen
h(u) = P(Hy forkastas om yu ir det korrekta vintevirdet)
= P > 20sllw) =

:P(i‘u e >Ao_05——(u )=
=1 — 005 — ——).
i
Nu skall 4(2) > 0.5. Detta ger
2
1 — ®(Ag.0s — —F—=) > 0.5,

o /l+l

2_ < 0. Ur detta foljer att 2 > 136.

2

n

OCh Ao_os —
10

6. Vi har 7 oberoende observationer, xi,...,x, av X med fyx(x) = (6 + Dx?, 0 < x < 1, dir parametern
0> —1.

(a) ML-skattnigen av 0 fis som det 6 som maximerar L(6) eller In L(f) som ir lite enklare att maximera.

n

L@ = [[ ) = [JO+Dxf =@+ 1" [ [
=1 =1

=1

InL®) = nln@ + 1) + Hmel-
=1

dnL®)  n - B
70 —9+1+;lnxl—0 —
=1 — "

" _p
o Inx ML
Detta § maximerar L (andraderivatan av In L ir —7/(f + 1)* < 0) s det ir ML-skattningen av 6.

(b) Vintevirdet for logaritmen av en observation Xj, eller kalla den for enkelhets skull X (de har ju samma
vintevirde), blir

o] 1 1
E(lnX):/ ln(x)ﬁ((x)oix:/ Ine) - (0 + D doe = [m(x)-x”l]l—/ L
0 0

[e.e]

1
:o—/lxedx:_ o
0 0+1), 0+1

Normalt beh6ver man alltsd inte forst ta fram fordelningen for In X for att berikna vintevirdet. Men
i just detta fall rdkar —InX ha en vilbekant f6rdelning, sd vi kan prova den metoden ocksd. Sitt
Y = —InX. Viserattdd 0 < X < 1 kommer Y att anta virden mellan 0 och co. Dess férdelning blir

Fy()) = P(Y <y) = P(—InX <y) = P(X < ¢7?) = Fx(e™).

fr) = diFy(y) = diFX(M) = fle?) =70+ e =0+ D7ty >0.
y y

Viser att —InX € Exp(0 + 1) varfor, enligt formelsamlingen,

1 -1

(c) Skattningens vintevirde ir lite besvirligt att hirleda frin definitionen av vintevirde (men inte alls
omdjlig med lite genvigar). Med Gauss approximationsformler kan vi f3 ett approximativt uttryck.



Eftersom vi kinner £(InX;) frin b) behover vi inte approximera den delen utan vi kan helt enkelt
betrakta 8* som en funktion av In X} och fir

. _n .,
E@) =E( =it 1) e 1= _1—f41-1=0
) (ZizllnXl- ) S E(nX) e

Denna approximation antyder allts att skattningen skulle kunna vara vintevirdesriktig.

Om man nu inte klarat b), eller vill approximera "hela vigen”, dvs dven E(InX;) fir vi forst ta fram
E(X;) som blir

o] 1 1
E(X):/ x-ﬁ((x)dx:/ x(9+1)x9dx:/ O+ D) dy = {9“ -x9+2] LAY
—00 0 0 0+2

Det approximerade vintevirdet blir nu i stillet

—n —n —n —1
Win) (Zizl In X; ) Sy InE(X) nln 221 In 01

Denna approximation antyder alltsd inte vintevirdesriktighet utan snarare att 6}, skulle vara en 6ver-
skattning av 6, eftersom (med denna approximation av vintevirdet) £(6},) ganska snart gir mot 6 + 1
di 0 blir lite stérre 4n -1.

Nu ir varken 6}, vintevirdesriktig eller en 6verskattning av 6 utan snarare en underskattning. Eftersom
jag antytt att skattningens vintevirde gir att rikna ut med lite trick (eller snarare utan att dteruppfinna
hjulet) kan vi vil lika girna avsluta med att rikna ut det exakt. Hir har vi nytta av att vi rikar veta
att —InX; € Exp(f + 1) som ir ett specialfall av gammafordelningen, —InX; € I'(1, G_-IH)’ som har
ett par anvindbara egenskaper. Se t.exhttp://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_distribution.
Med reglerna for summation och skalning av gammaf6rdelning far vi

1
—logX; € I'(1, ——
ogXi € I'(l, 5==7)

“ 1
_ log X; € I'(n, ——
;og € (n9+1)

n

1 n
—=N log X; € T'(n,

Nu giller att ett delat med en gammaf6rdelning har en sé kallad invers gammaférdelning (se Wikipedia-
artikeln) med kint vintevirde

0+1
n

vars vintevirde, for n > 1, dr

i -1
(—l Z logX}) € Inv-I'(a, B), didr e = noch f =
n
=1

6+1 _
P = "loiy—a-bos
a—1 n—1 7 7

och vintevirdet av vir skattning blir

=1 1

n —1
£y EUANNNE NN N e A I _

Skattningen ir i alla fall assymprotiskt vintevirdesriktig (gdr mot 6 di 7 gdr mot oindligheten, vilket
giller allmint fér ML-skattningar).



