NUMERICAL ANALYSIS

EN SAMMANFATTNING AV DAVID KARLSSON E08

Figur. Cubic splines kan anvéndas for att ge mjuka kamerarorelser i 3d animationer.



Forord

For allt material, satser och definitioner som jag sammanfattat hér refereras till
o An introduction to Numerical Analysis av Endre Sili och David Mayers
o Numerical Analysis av Timothy Sauer
o Claus Fiihrers foreldsningar
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Kapitel 1

Iteration

1.0.1 Sats 1.1 Funktioner som korsar x-axeln.

Om f &r en reell funktion, kontinuerlig pa intervallet [a,b] pa reella axeln och
f(a)f(b) < 0. Da existerar ett £ i [a,b]sd att s& att f(£) = 0. Detta innebér att
f har en rot i [a, b]

1.0.2 Sats 1.2 Brouwer’s fixpunkt

Antag att g ar en reell funktion, kontinuerlig pa intervallet [a, b] pa reella axeln
och 1at g(z) € [a,b] for alla = € [a,b]. DA finns ett £ i [a,b] s& att & = g(&). Det
reella talet £ kallas da en fixpunkt till funktionen g.

1.0.3 Definition 1.1 Enkel iteration

Antag att g ér en reell funktion, kontinuerlig pa intervallet [a, b] pa reella axeln
och 1at g(x) € [a,b] for alla x € [a,b]. Givet att zg € [a,b], kallas

Th+1 = g(xk)a k= Oa 1727 ceey (11)

for en enkel iteration (simple iteration), k &r iteratorvariabeln.

1.0.4 Definition 1.2 Kontraktion (Contraction)

Antag att g ar en reell funktion, kontinuerlig pé intervallet [a, b] pa reella axeln.
g ségs vara en kontraktion (atstramning) pé [a,b] d& det finns en konstant L s&
att 0 < L <1 och

lg(z) — g(y)| < Lz —y| Va,y € [a,b] (1.2)

1.0.5 Sats 1.3 Kontraktionsavbildning (Contraction map-
ping)

Antag att g dr en reell funktion, kontinuerlig pa intervallet [a, b] pa reella axeln

och 14t g(x) € [a,b] for alla © € [a,b]. Antag ocksa att g dr en kontraktion pa

[a,b]. D& har g en unik fixpunkt £ i intervallet [a,b] och sekvensen xj, (Def 1.1)
konvergerar mot ¢ d& k — oo for alla startvirden ¢ i [a, b].



(Kapitel 1. Tteration)

1.0.6 Sats 1.5 konvergens med hjalp av derivata

Antag att g &r en reell funktion, kontinuerlig pa intervallet [a, b] pa reella axeln
och 14t g(z) € [a,b] for alla z € [a,b]. Lat &€ = g(£) € [a, b] vara en fixpunkt till g
och antag att g har en kontinuerlig derivata i ndrheten av € med |¢/(¢)] < 1. D&
konvergerar sekvenesen xj (Def 1.1) mot £ d& k — oo foérutsatt att startvirdet
xo ligger tillrackligt nara &.

1.0.7 Definition 1.4 Konvergens

Antag att £ = limg_ o, xg. Vi séger att sekvensen xj konvergerar mot & at-
minstone linedrt om det finns en sekvens ,e;, av reella positiva tal som konver-
gerar mot 0 och u € (0,1), s& att

|z — €| <ex k=0,1,2,..., och klgrgo 621 =H (1.3)

Dessutom séigs sekvensen (xy) vara

€k+1
€k

e Superlinedr om limy_, oo =u=0

e Sublinder om p = 1 och ¢ = |z — €|, & = 0,1,2,..., . Hastigheten &r
langsammare &n linedr.

1.0.8 Definition 1.5 Konvergenshastighet (rate of conver-
gence)
Hastigheten med vilken en iteration konvergerar kallas konvergenshastighet och

definieras av
p=—logyop (1.4)
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Kapitel 2

Ekvations losning

For l6sning av den homogena funktionen f(z) = 0 behovs iterationsmetoder
som med stor sikerhet konvergerar. Bisektions metoden &r robust men Newtons
metod vinner nar iterationsvariabeln kommit tillrackligt ndra 16sningen.

(For 16sning av g(x) = x transformeras g(z) till f(z) = 0 genom f(z) =
g(x) — ).

2.1 Bisektionsmetoden

2.1.1 Sats 2.1 Bolzanos sats, mellanliggande virden

Lat f vara en reell funktion, kontinuerlig pa intervallet [a,b] pa reella axeln.
Om f(a) # f(b) och ¢ ar ett tal som ligger mellan f(a) och f(b) sa finns ett
motsvarande tal x, mellan a och b

¢ = fa.) (2.1)

2.1.2 Sats 2.2 Tolerans

For en given tolerans fas det absoluta felet hos algoritmen
|ziy1 — x| < tolerans (2.2)
och det relativa felet, i fall 16sningen &r nagot skilld fran 0

i1 = i) < tolerans (2.3)
|Zit1]

2.1.3 Definition 2.1 Bisektionsmetoden

Givet en funktion som i ett intervall [a, b] korsar x-axeln (f(a)f(b) < 0). Tag en
punkt ¢ = “T'H’, om c inte dr nollstélle s& har ¢ samma tecken som antingen f(a)
eller f(b). Skapa ett nytt intervall och ersétt den av a, b som ger f(x) samma
tecken som ¢ med c. Processen upprepas och man nérmar sig nollstéllet. Sluta

nér approxiamtionen av nollstéillet har godtagbar precision.



2.2. Fixpunkt-iteration (FPI) (Kapitel 2. Ekvations l6sning)

2.1.4 Kod 2.1 Bisektionsmetoden
Givet (Sats 1.1 ) ett intervall [a, b] s& att f(a)f(b) <O

while (b-a)/2 > tolerance
c:=(a+b)/2
if f(c)=0 : end
if f(a)f(c) < O
b:=c
else
a:=c
end

Det slutliga intervallet [a,b] innehaller en rot. Man approximerar roten som

a+b
2

(2.4)

xr =

2.2 Fixpunkt-iteration (FPI)

2.2.1 Definition 2.2 Fixpunkt iterationen som losning

Om f &r en reell funktion, kontinuerlig pa intervallet [a,b] pa reella axeln och
xo € [a,b] Sa kallas
Tn+1 = f(xn) n= 07 17 27 s (25)

fixpunkt iterationen for f, vilken ger sekvensen xg,x1, o, ..., vilken férhopp-
ningvis konvergerar mot z. Om f ar kontinuerlig s& &r z en fixpunkt till f (Sats
1.2).

2.2.2 Sats 2.3 Konvergens hos FPI

Lat f vara en reell kontinuerlig funktion, att g(¢) = £ och att S = |¢’(§)| < 1. D&
konvergerar fixpunkt iterationen linedrt mot £ med hastigheten .S for startvirden
(xo) tillrackligt néra €. Detta kan tydligare askadliggoras med cobweb-diagram,
figur 2.1.

(a) 9(”) =1- $3 Divergerar, stegen (b) g(z) = (1 — :c)% Konvergerar,
blir strre och storre. stegen blir mindre och mindre.

Figur 2.1: Cobweb diagram fér FPI av tva omskrivningar av funktionen 3 +
x — 1 = 0. Derivatan &r markerad i gront.
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2.3. Viktad iteration (Kapitel 2. Ekvations l6sning)

2.2.3 Kod 2.2 FPI

function [ xiter, flag ] = fpi( f,x0,lambda, TOL)

%fpi, fixed point iteration function

%Input: constant weight lambda (default=1), function to iterate f, initial value x0, toler
%0utput: iteration result xiter, good result flag

x(1)=x0;
for i=1:100
x(i+1)=x(i)+lambdax*f (x(i));
if abs(x(i+1)-x(i))<TOL
xiter=x;
flag=1;
return;
end
end
xiter=0;
flag=0;
end

2.2.4 Felupskattning

FPI- algoritmens fel &r hela tiden g(z) — 2 eftersom malet &r att det ska bli noll.

|2 — %] < 7 |zt — 2t (2.6)
Foljande felskattningar definieras
Felet a Posteriori (efter)
|2 — 2¥| < T T |z — 2" 71|, déir n ér sista elementet (2.7)
Felet a Priori (fore)
lz® — 2*| < |zt — 29 (2.8)

1-L
Felet ur medelvirdessatsen (Se medelvirdessatsen, Appendix hjilpsatser):

lg(x) — g(y)| = maz|g'(€)||z — yl. (2.9)

Om maz|g'(§)| < 1 ger att vi har en kontraktiv funktion.

2.3 Viktad iteration

2.3.1 Definition 2.3 den viktade iterationen som l6sning

Antag att f dr en reellvird funktion, kontinuerlig och i nérheten av ett reellt
tal €. viktad iteration (relaxed iteration) anvénder

T4l = Tk — )\f(a?k) k= O7 1, 2, ceey (2.10)
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2.3. Viktad iteration (Kapitel 2. Ekvations l6sning)

dar A #£ 0 &r ett fixt reellt tal och xg ar ett givet startvirde néra £. Detta ger
sekvensen xg, x1, T2, ..., vilken férhoppningvis konvergerar mot x.

2.3.2 Sats 2.4 Viktad iteration — Newton iteration

En férbéttring av den viktade iterationen far man da man sétter A = %
Denna forbattrade metod kallas Newton iteration.

2.3.3 Definition 2.4 Newton iteration (Newton-Raphsons

metod)
Newtons metod for att 16sa f(z) = 0 defineras av
T
Tps1 = Tp — ]J:’((J?]Z)) k=0,1,2, .., (2.11)

Figur 2.2: Geometrisk tolkning av Newton-Raphsons metod, zo = 3
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2.3. Viktad iteration (Kapitel 2. Ekvations l6sning)

2.3.4 Kod 2.3 Newton iteration

function [ xiter, flag ] = NewtIt(f,x0,TOL)
%Netwon method iteration function
%Input: function f, initialvalue xO and tolerance TOL
%0utput: iteration result xiter, good result flag
x(1)=x0;
format long
for i=1:100
h=1.e-8;
x(A+1)=x(1)-£f (x (1)) /(£ (x(i)+h) -£(x(1)))/h)
if abs(x(i+1)-x(i))<TOL

xiter=x;
flag=1;
return
end
end
xiter=0;
flag=0;
end

2.3.5 Sats 2.5 Konvergens hos Newton iteration

Antag att f ar en reellvird funktion, kontinuerlig, tvd ganger deriverbar (f”
existerar) och definerad pa det stingda intervallet Is = [ — 6§, £+ 4], § > 0sd
att f(&§) =0 och f(£) # 0. Antag vidare att det finns en positiv konstant A s&

att
f" (@)
f'(y)

Om |¢ — x| < h déir h = min(6, %), sa dr sekvensen (x;) definerad av Newtons
metod kvadratiskt konvergent mot &.

<A Va,yels (2.12)

Om vidare det finns ett reellt tal X > € s att det i [¢, X] finns f/'N f” > 0 s&
konvergerar Newtons metod kvadratiskt for alla startvirden zg i [€, X].
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Kapitel 3

Ekvationssystem

Tidigare har vi l6st ekvationer p& formen f(xz) = 0. Den enklaste av dessa &r
ax = b dir a, b ar reella tal, a # 0. Losningen till detta problem kan skrivas pa
formen

r=a'b (3.1)
Problemet skrivs enkelt om for att omfatta ekvationssystem. Genom att lata a
ersittas med systemmatrisen A fas

r=A"" (3.2)

3.1 Gausselemination

3.1.1 Definition 3.1 Nedat triangulidr matris

Lat n > 2 vara ett heltal. Matrisen L € R™*" kallas nedat triangulér om /;; = 0
for varje i och jmed 1 <i < j<n.

l171 0 . 0
log lag -+ 0

L=| . . . (3.3)
ln,l ln,Q e ln,n

Ar diagonalen pa en nedat trianguldr matris bara ettor si Ar matrisen enhets-
nedat-trianguldr (unit lower triangular).

3.1.2 Definition 3.2 Uppat trianguldr matris

Lat n > 2 vara ett heltal. Matrisen U € R"*" kallas uppat triangulér om U;; = 0
for varje ¢ och j med 1 < j <¢ < n.
Ui,1 U2 U3 Ul4
0 w22 uU23 U24
0 0 u33 U344 .-
U=[0 0 0 wg ... (3.4)
0 0 0 0

14



3.1. Gausselemination (Kapitel 3. Ekvationssystem)

3.1.3 Definition 3.3 Gausselimination

Gausselemination gar ut pa att succesivt eleminera alla element under diagona-
len i systemmatrisen genom att linedrkombinera rader. Detta gér man for att
f4 matrisen trianguldr. Systemets 16sning &r da vildigt enkel.

3.1.4 Kod 3.1 Gausselimination

function [x] = gaussElim(A,b)

%  This subroutine will perform Gaussian elmination
% on the matrix that you pass to it.

% i.e., given A and b it can be used to find x,

% Ax = b

)

% A - matrix for the left hand side.

% b - vector for the right hand side

h

% The routine will return the vector x.

%Gauss elimination
for j=1: n-1
if abs(a(j,j))<eps; error(’Diagonalelement = O hittat’); end
for i = j+1 : n
mult = a(i,j)/a(j,j);
for k = j+1 : n
a(i,k)= a(i,k)- mult*a(j,k);
end
b(i) = b(i) - mult*b(j)
end
end

% Perform back substitution

x = zeros(N,1);
x(N) = b(N)/A(N,N);

for j=N-1:-1:1,
x(3) = ((G)-AG,j+1: M *x(G+1:N))/A(,3);
end

3.1.5 Sats 3.1 Produkten av tva triangulidra matriser

Produkten av tva nedat trianguldra matriser dr en nedat trianguldr matris av
samma ordning.

Ll,n:}cn ' L2,na:n = LS,nzn (35)
Pa samma séitt ar produkten av tva uppat trianguldra matriser &r en uppat
trianguldr matris av samma ordning.

Ul,nwn ' U27nwn = U37n$n (36)
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3.2. LU Faktorisering (Kapitel 3. Ekvationssystem)

3.1.6 Definition 3.4 Singuliar matris

En kvadratisk matris som ej ar inverterbar kallas singular.

3.1.7 Sats 3.2 Singular triangulir matris

En trianguldr matris ar singuldr om alla diagonal element ar 0.

3.1.8 Sats 3.3 Inversen till en triangulir matris

Inversen av en nedat trianguldr matris av ordning n (L., ) existrerar om ma-
trisen inte ar singulér.Inversen ar da en nedat trianguldr matris av ordning n.
P& samma sétt existerar inversen av en uppat triangulér matris av ordning n dé
matrisen inte dr singuldr. Inversen ar da en uppat trianguldr matris av ordning
n.

3.2 LU Faktorisering

3.2.1 Definition 3.5 LU-faktorisering

Systemmatrisen A kan faktoriseras som produkten av en uppat triangulér- och
en nedat trianguldr matris s& att

A=LU (3.7)

Detta gors genom att linedrkombinera rader och kolonner som vid gausselimi-
nation och pa sa vis fa fram L och sedan U.

3.2.2 Sats 3.4 Losa z ur A= LU

Antag L, U kinda pa grund av en LU-faktorisering. Problemet Az = b kan d&
skrivas

LUz =b (3.8)
Definiera en hjdlpvektor ¢ s& att
c=Ux (3.9)
Da kan atersubstitution goras i tva steg
e L.6s Lc =10 for ¢
o LosUx =cforx

De bada stegen ovan dr okomplicerade da L och U ovan ar trianguldra matriser.

3.2.3 Definition 3.6 Permutationsmatris, radpivotering

En permutationsmatrisen, P, &r en kvadratisk matris som har precis en etta i
varje rad och varje kolumn och vars 6vriga element ar noll. Detta ger permuta-
tionsmatrisen foljande egenskaper:

PP=1 (3.10)
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3.3. Avrundningsfel, normer och konditionstal (Kapitel 3. Ekvationssystem)

och vid LU-faktorisering av A, med radpivotering
PA=LU (3.11)

. Radpivotering anvéinds for att ge en permuterad matris som inte har nagra
diagonalelement = 0. Resultatet blir en matris med rader bytta sa att LU-
faktorisering &r mojlig.

3.2.4 Osikerhet vid LU-faktorisering
Osékert b: B, ger systemet en osdker ekvation:
Ai=b (3.12)

Vid 16sning med hjilp av systemmatrisens invers (A~1) fas:

b — b =Absoluta felet in | x — Z =Absoluta felet ut
b;bb =Relativa felet in % =Relativa felet ut

Ur dessa fel fas sedan konditionstalet (Definition 3.17).

Figur 3.1: Geometrisk tolkning av felen som upkommer da A~' anviinds for att
l6sa Ax=b

3.3 Avrundningsfel, normer och konditionstal

For att analysera avrundningsfel i 16sningar av ett ekvationssystem anvinds
normer.

3.3.1 Definition 3.7 Vektornorm

Antag ett linedrt rum V' € R. Den positiva reella funktionen ||.|| kallas en norm
pa rummet V forutsatt att féljande villkor uppfylls:

1. ||v|]] = 0 om och endast om v =0 € V
2. [|Av]| = |Al||v]| for alla A € R och allav iV
3. Jlu+ || <||ul| + ||v]] f6r alla w och v € V (triangel olikheten)

Ett rum med en norm kallas ett normerat rum.
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3.3. Avrundningsfel, normer och konditionstal (Kapitel 3. Ekvationssystem)

3.3.2 Definition 3.8 1-norm

l-normen till vektorn v = (vy,...,v,) € R™ definieras

n

Ivlls = i (3.13)

i=1

3.3.3 Definition 3.9 2-norm

2-normen till vektorn v = (vy,...,v,) € R™ definieras

Vll2 = {ZMF} (3.14)
i=1

3.3.4 Definition 3.10 co-norm

oo-normen till vektorn v = (v1,...,v,) € R™ definieras

[1V]]oo = miax ;| (3.15)

3.3.5 Definition 3.11 Matrisnorm

Ar vektornormen kiand kan motsvarande matrisnorm hérledas ur

1] = max 12

(3.16)

vA0 v

Figur 3.2: Geometrisk tolkning av hérledningen av 2-matrisnormen utgaende
fran en vektor v av langd 1

3.3.6 Definition 3.12 1-matrisnorm

[|AllL = maxz |a;;| = max absolut kolonnsumma. (3.17)
i=1

3.3.7 Definition 3.13 2-matrisnorm
I|A]|> = max {/A\(AT A) (3.18)

Dir AM(AT A) &r setet med alla egenviirden till AT A.
Speciellt om A symmetrisk (AT = A) fas

[|A|]2 = max \/A(A)? = maz|\(A)| (3.19)
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3.3. Avrundningsfel, normer och konditionstal (Kapitel 3. Ekvationssystem)

3.3.8 Definition 3.14 oco-matrisnorm

[|Al|oo = maXZ la;;| = mazx absolut radsumma. (3.20)
j=1

3.3.9 Definition 3.15 Residual

Lat z. vara en ungeférlig 16sning till ekvationssystemet Az = b da kallas vektorn
r=0b— Ax. (3.21)

residualen till 16sningen.

P& motsvarande sétt kallas g(x.) — z. residualen till fixpunktsproblemet.

3.3.10 Definition 3.16 bakatfel - framatfel

Bakatfelet d4r normen till residualen, for ett fixpunktsproblem fas felet ur:

llg(ze) — || (3.22)
Och for ett ekvationssystem motsvarande:
6 — Aze||oo (3.23)
Det relativa bakatfelet fas ur
|[b— Azc||oo
-— (3.24)
116/ o0
Framatfelet 4r normen till z — z. alltsa
Det relativa framéatfelet fas ur
|7 — |0
_— (3.26)
RG]

3.3.11 Definition 3.17 Konditionstal

Konditionstalet till A,,, dr den maximala felférstarkningsfaktorn som ar moj-
lig vid 16sning av Az = b 6ver alla hogersidor b. Konditionstalet definieras som
cond(A) = ||A|| - ||A71]| for (ickesingulira) matriser.

Vid LU faktorisering (Az =b = [A = LU] = LUz = b) fas konditions-
talet K ur:

||z — 2| 16— b]
—_ <K —_— (3.27)
||| |10l
H/—/
Relativ storning in Relativ storning ut

dér approximationen b = b + Ab och Ab ér stérningen (perturbation).
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3.4. Tterativa metoder (Kapitel 3. Ekvationssystem)

3.3.12 Sats 3.5

Konditionstal &r ett matt pa hur svart ett problem &r att I6sa. Ett problem som
ar 14tt att 16sa med god nogrannhet har lagt konditionstal. Olosliga problem har
oandligt konditionstal. Om cond(A) >> 1 si kallas systemmatrisen for daligt
konditionerad.

3.4 Iterativa metoder

3.4.1 Definition 3.19 Planrotations matrisen

Antag att n > 2, 1 < p < ¢ < n och ¢ € [—m, 7. Matrisen R??(p) € Rrzn
vars element dr samma som de i enhetsmatrisen I € R™™, forutom
Tpp =C Tpg =S5

(3.28)

qu = —S qu = —C

dir ¢ = cos(p), s=sin(p).

3.4.2 Definition 3.21 Jacobi matrisen (DF(x))

Matrisen

oo | & % &
DF(x) g’iazigi (3.29)

kallas for Jacobi matrisen

3.4.3 Definition 3.21 Jacobi iteration
Lat A € R™" och satt A® = A. Givet ett k& < 0och A®) € R™"  riknar

sym sym?
steget i Jacobi metoden ut A*+1) ¢ RY,m genom att forst finna det storsta ab-
solutviirdet i icke-diagonalelementen (A®*)),, = a’;q till matrisen A% och sitta
ARFY = RO ()T AR RPD (1) med ¢y, vald sa att (AF+D),, = 0. Detta

upprepas till alla icke-diagonalelement &r mindre &n toleransen e.

For begynnelse virdet zy definieras Jacobimetoden som
Thp1 =D b— (L+U)xyp)) (3.30)
for k=0,1,2,..

3.4.4 Kod 3.2 Jacobi matrisen

function J=new_jac(F,Fx,x,h)
h=size(x,1);
n=length(F) ;
E=eye(n);
for i=1:n
J(i,:)=(F(x+E(i,:)*h)-Fx)/h
end
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3.5. Olinedra system (Kapitel 3. Ekvationssystem)

3.4.5 Kod 3.3 Jacobi iteration

%Program 3.2 Jacobi method

%Input: full or sparse matrix A, right hand side: b, number of Jacobi iteratioms: k

%0utput: solution x

function x=jacobi(A,b,k)

n=length(b); % find n

d=diag(A); %take the diagnoal of A

r=A-diag(d); % remainder, r

x=zeros(n,1); %initialize vector x

for j=1:k %Jacobi iteration loop
x= (b-r*x)./d

end

3.5 Olineara system

3.5.1 Definition 3.22 Newtons metod

Lat xg vara en begynnelse vektor till systemet. Da defineras Newtons metod
Lt1 = Tk — (DF(xk))_lF(xk) (331)

for k=0,1,2,....

3.5.2 Kod 3.4 Newtons metod (och férenklad)

%Program 3.3 Newton’s method
%Input: ,initial vektor xO,
%0utput: solution x
function [xst, flagl=newton_nD(F,x0, tol)
x=x0; %Set to initial vector
flag=1;
for i=1:100
Fx=F(x);
J=newJac(F,Fx,x,1E-8); JPlace outside loop for simplified Newton’s method
dx=-J\Fx;
x=x+dx;
if abs(dx)<tol %ratt?
flag=0;
break;
end
xst=x;
end
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Kapitel 4

Interpolation

Polynominterpolation behovs fér databehandling och till konstruktionen av and-
ra nummeriska metoder. Interpolation gar till pa sa vis att man till ett visst antal
datapunkter anpassar ett polynom.

Funktionen y = P(z) interpolerar datapunkterna (z1,y1), ..., (n, yn) om P(z;) =
y; for varje 1 <i < n.

4.1 Lagrange interpolation

4.1.1 Definition 4.1 Lagrange polynom

Lagrangepolynomet defineras av

Lw)= [] ==

Ty
L — T4
i=0,i£k BT

4.1.2 Definition 4.2 Lagrange interpolation

Till varje set data punkter (x1,%1),..., (Tn,yn), dér inga z; &r lika, kan ett
interpolationspolynom av ordning n skrivas pa Lagrangeform som linedrkombi-
nationen

po(x) = yeLi() (4.2)
k=1

4.1.3 Kod 4.1 Lagrange interpolation

function y=lagrange(x,pointx,pointy)

%Input: Points pointx,pointy to interpolate and x to find corresponding y values to.

%0utput: y points

n=size(pointx,2);

L=ones(n) ;

if (size(pointx,2) “=size(pointy,2))
fprintf (1, ’\nERROR!\nPOINTX and POINTY must have the same number of elements\n’);
y=NaN;

else
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4.1. Lagrange interpolation (Kapitel 4. Interpolation)

for i=1:n
for j=1:n
if (i7=j3)
L(1)=L(i) .*(x-pointx(j))/(pointx(i)-pointx(j));
end
end
end
y=0;

for i=1:n
y=y+pointy(i)*L(i);
end
end

4.1.4 Definition 4.3 Chebyshev polynomet

Chebyshev polynom kan anvéndas fér att hitta optimala interpolationspunkter
till Lagrange interpolationen. Chebyshev polynomet T;, av ordning n defineras
for v € [-1,1] av

T, (z) = cos(n - arcos(x)) (4.3)

Figur 4.1: Geometrisk tolkning av varfor interpolationspunkters placering kan
paverka felet e mellan interpolation P(x) och verklig kurva f(x)

4.1.5 Sats 4.1 Chebyshev interpolationsnoder

P4 intervallet [a, b] ges Chebyshev noderna av

:b+a+b—acos(2l—1)7r (4.4)

T 2 omn

4.1.6 Sats 4.2 Chebyshev punkter i Lagrangeinterpolation

Nér vi fatt fram Chebychev noderna (z;) matar vi in dem i den givna funktionen
f(x) och far s& y-virden y; = f(x;) till x och y anpassas sedan ett polynom av
grad n — 1, dér n &r antalet interpolationsnoder. Detta polynom &r anpassat for
att man ska slippa stora fel vid &ndpunkterna (Runges fenomen).
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4.1. Lagrange interpolation (Kapitel 4. Interpolation)

4.1.7 Definition 4.4 Vandermondematrisen

14 a
Ty x(l) 1 2% Yo
: : An—1 Y1
P ;1 = (4.5)
n .1
A e | aop an
anxy + an,1x871 + ot a1z +ag = yo
anTy + an_lx?_l + .ot a1z} +ag =y
anTy + an_lxﬁ_l + ...+ alx,ll + ap = Yn
4.1.8 Definition 4.5 Vandermondeinterpolation
Va =y dir V ar Vandermondematrisen loses genom att ta ut a = V\y
Sida 24
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Kapitel 5

Polynom approximation

5.1 Lineara splines

5.1.1 Definition 5.1 Lineir spline

Antag att f #r en realvird funktion definerad och kontinuerlig pa [a,b]. Lat
K ={xg,x1,...,x,} vara en delméngd av [a,b], med a = xg < 21 < ... < Ty, =
b, m > 2. En lineér spline sy, interpolerar f i punkterna x; defineras av

Ty — X

sp(x) = ——f(xi—1) +
L( ) xi_xi—lf( i 1) Ti — 21

T —Ti—1

(i) (5.1)

x € w1, 2], i=1,2,...,m.
Punkterna z; kallas knutar (knots) till splinen och K &r setet av knutar.

5.1.2 Kod 5.1 Piecewise linear spline

5.2 Kubiska splines

5.2.1 Definition 5.1 Kubisk spline

En funktion s € C?[a, b] kallas en kubisk spline pa [a, b], om det finns ett kubiskt
polynom s; i varje intervall [z;, x;11]. Den kallas en kubiskt interpolerande spline
om s(x;) = y;, for givna y;.

5.2.2 Definition 5.2 Naturlig spline

En kubisk spline kallas for naturlig om den boérjar och slutar i 0:

s"(xg) = 8" (xm) =0 (5.2)

5.2.3 Kod 5.2 Cubicspline

function [ coeff ] = myCspline( x,y )
%Input an array x and array [y].
%Assume diff(x)= const.

%0utput polynomial coefficients.
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5.2. Kubiska splines (Kapitel 5. Polynom approximation)

m = length(x);
if m==length(y)&& m>=4
h=x(2)-x(1);
%Construct the diagonal matrix A for A*sigma=6/(h~2)*diff (diff(y))
%Natural:
row=[4 1 zeros(1,m-4)];
A=toeplitz(row);
%h=diff (x); %define the deltas in h
%not necessary since delta x is constant.
HL=6/(h~2)*diff (diff(y));% diffdiff(y) gives m-1 elements
sigma= A\HL’;
%Natural:
sigma=[0 sigma’ 0];
for i=1:m-1
coeff(1,i)=(sigma(i+1)-sigma(i))/(6%h) ;%a(i)
coeff(2,i)=sigma(i)/2;%b(i)
coeff(3,i)=(y(i+1)-y(i))/h-h/6*(2*sigma(i)+sigma (i+1));%c (i)
coeff(4,1i)=y(i);%d(1)
end
else
disp(’Vectors must be of the same length’);
coeff=0;
end
end

5.2.4 Definition 5.2 Basis-spline

Alla splines dr kombinationer av B-splines. Fordelen med B-splines ar att de
bara har lokalt inflytande.

F(z) =) UiBi(x) (5:3)

Dar U; ar forandringen och B; den lokala paverkan i form av ett polynom.

Bas: By(x), Bi(z), ..., Bi(x)
e B}, styckvis konstant
e B? styckvis lineér
e B3, styckvis kvadratisk

e B} styckvis kubisk

Iteration:
0 om§& =&t
Bl =Njy=<¢1 omz¢€[&, zig) (5.4)
0 annars
r—& Sitk —
BF =N,y =———N,j1+ —="— Ny 5.9
G — & T g G T (5:5)
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5.2. Kubiska splines (Kapitel 5. Polynom approximation)

I iterationen ansitts forst B} med hjilp enligt ovan diirefter anviinds den efter-
foljande ekvationen for BF rekursivt diir &; dr hjilpkonstruktionens punkter:

1

r T
20 =61,82,83,§4 w1 =& Tm = Em+5,Em+6, Em+7, Em+s

Resultatet av iterationen blir en spline med lokal paverkan pa :

m—+4

F(x) =) UiB(z) (5.6)
i=1

5.2.5 Kod 5.3 B-Spline

function s=bsplines(x,i,k,xi)
%INPUT: Point from x vector, iteratiomns i: 1->length(de Boor point vector),

% degree k(=4), node vector xi.
%0UTPUT: Spline s
N=0
if k==
if xi(i)<=x && x<xi(i+1)
N=1;
else
N=0;
end
else
if xi(i+k-1)==xi(i);
dell=0;
else
dell=((x-xi(i))/(xi(i+k-1)-xi(i))*bspline(x,i,k-1,xi);
end
if xi(i+k)==xi(i+1)
del2=0;
else
del2=((xi(i+k)-x)/((xi(i+k)-xi(i+1))))*bspline(x,i+1,k-1,xi);
end

N=dell+del2;
end

David Karlsson Sida 27



Kapitel 6

Minsta kvadrat metoden

6.1 Definition 6.1 Minsta kvadrat metoden

Om vi har mer métningar d4n okdnda sa blir Vandermonde systemet &verdefini-
erat. Az = b har l6sning da b = rang(A) (b i kolonnrummet till A). Vi 16ser
Ax = b med avseende pa minsta kvadrat genom att ta Ax — b = r. Vektorn x
som minimerar ||r||s = VrTr kallas minsta kvadrat 16sningen till Az = b.
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Kapitel 7

Numerisk integrering

Problemet att nummeriskt approximera ff f(x)dx kan 16sas med olika metoder,
vardera med olika effektivitet med avseende péa fel och hastighet.

7.1 Newton-Cotes formel
Tanken med Newton-Cotes metod for integration &r att approximera funktionen
som ska integreras med dess Lagrange interpolation eftersom denna ar lattare

att integrera. Newton-Cotes metoder av grad n har precision upp till grad n+1
for udda och n for jamna n (se dven definition 7.9).

7.1.1 Definition 7.1 Newton-Cotes formel

f; f(x)dx ~ f pn(x)dx Dar p, dr lagrange-interpolationspolynomet (fas ur
definition 4.2). D& fas den approximerade integralen

=3 wnfla) (7.1)
k=0

dar vikten wy, fas ur
b
wy = / Ly (z)dx (7.2)

for k=0,1,...,n
7.1.2 Definition 7.2 Trapetsregeln

/ab f(z)dz ~ (b—a) <;f(a) + ;f(b)> (7.3)

7.1.3 Feluppskattning, Trapetsregeln

Felet i approximationen fas ur

|En(f)] < nff /| (= ) da (7.4)

29



7.2. Komposit regel (Composite rules) (Kapitel 7. Numerisk integrering)

till

[EL(f)] <

(b—a)’
My (7.5)

7.1.4 Definition 7.3 Mittpunktsregeln

/f o~ (b— ) f(2) (7.6)
7.1.5 Definition 7.4 Simpsons regel
b
[ f@asx b= (1@ + grCE grm) @)

7.1.6 Feluppskattning, Simpsons regel

Felet i approximationen fas ur

B, (f)] < n—T—ll / (@ — 0)...(z — 2| dz (7.8)

till (b—a)*
|Ba(f)] < ot My (79)

eller forbattrat till b—a)’
< ot (7.10)

7.2 Komposit regel (Composite rules)

For att Newton-Cotes ska ge ett resultat som &r néra verkligheten sd maéste
stegen (h) vara smé, alltsa intervallet [a, b] maste vara litet. Detta stdmmer of-
tast inte direkt utan man méste dela upp [a, b] i delintervall och sedan applicera
Newton-Cotes pa dessa delintervall. Resultaten fran de olika delintervallen sum-
meras sedan ihop till ett resultat for hela intervallet. Detta kallas for enkomposit
regel.

7.2.1 Definition 7.5 Komposit regeln
Intervallet [a,b] delas upp i m-stycken delintervall med bredd h = (b — a)/m sa

att
/ f(x dm—z f(x)d:r, (7.11)

Ti—1

7.2.2 Definition 7.6 Komposit Trapetsregel

b
/ f(z)dz =~ h Bf(xo) + flz) + oo+ f@me1) + %f(:):m) (7.12)

David Karlsson Sida 30



7.3. Gaussintegration (Kapitel 7. Numerisk integrering)

7.2.3 Definition 7.7 Komposit Simpsons regel

b
/ f(z)dz ~ g [f(wo) +4f(w1) +2f(w2) +4f(x3) + ... + 2f (2m—2) + 4f(T2m—1) + f(22m)]
’ (7.13)

7.2.4 Kod 7.1 Komposit Simpsons metod

function I = simpsonsMethod(f,a,b,n)

%INPUT: function f, intervall [a,b], iterations n.
%0UTPUT: Integral value I

h = (b-a)/n;

x = linspace(a,b,2*n+1);

w = zeros(1,2*n+1);
w(l) = 1/6;

w(2:2:2%n+1) = 4/6;
w(3:2:2%n-1) = 2/6;

w(2*n+1) = 1/6;
I = h*sum(f(x).*w);

7.3 Gaussintegration

7.3.1 Definition 7.8 Gaussintegration

P& nytt utgar vi fran grunden som anvéndes for att ta fram Newton-Cotes:

[ 1 f(x)dx ~ Zc f(s) (7.14)

Om man later vikten vara Lagrangebaserad:

(ci - /_11 Li(z)dz i= ln> (7.15)

och sétter x med hjalp av Legendrepolynom, det vill séga later x-punkterna vara
rotterna till Legendrepolynomet fas Gauss-Legendre integration (se definition
7.10).

7.3.2 Kod 7.2 3-stegs Gauss integration

function I = mygauss3(f,a,b,n)

%INPUT: function f, intervall [a,b], knots n.
%0UTPUT: Integral value I

h = (b-a)/n;

left = linspace(a,b,n+1);

left = left(1:n);

dl = h*(1/2-sqrt(15)/10);

d2 = h/2;

d3 = h*(1/2+sqrt(15)/10);

Iinterval = h*(5/18*f (left+dl) + 8/18*f(left + d2) + 5/18*xf(left+d3));
I = sum(Iinterval);
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7.3. Gaussintegration (Kapitel 7. Numerisk integrering)

7.3.3 Definition 7.9 Legendrepolynom
Legendrepolynom &r ortogonala pé [-1,1].

1 d

B 1 1
T 214! dot

[(z°-1)], 0<i<n (=> po=1,p1 =x,ps = 2(396‘2 —1),p3 = 2(5963 - 390))
(7.16)

pi()

7.3.4 Definition 7.10 Gauss-Legendre integration

For att fa hogsta mojliga precision, ordning kan vi ta x-punkterna till integra-
tionsmetoden fran ett ortogonalt polynom. Det vill siga polynomen p; med

/1pi(x)pj(m)dx = {1 om i =j (7.17)

0 annars

Evaluationspunkterna: rotterna till Legendrepolynomet, p,(1)normatiserad = 1
ar x; fran:

/_11 f(z)dz =~ Zj: cif(x;) = i (/1 ci(x)dx> f(x) (7.18)

i=1 W1

Om grinserna pé integralen #r a,b si gors ett intervallbyte (Byta f(x)dx —

fEEER) bt dir ¢ = 25450).

7.3.5 Kod 7.3 Gauss-Legendre integration

function I=gausslege(f,a,b,n)
%INPUT: function f, intervall [a, b] and truncation order N.
%Aproximates integral using Gauss-Legendre quadrature method

%Legendre polynomial
p=polegende(n);
%Legendre roots
x=roots(p(n+1,:));
%Change of integration variable if it’s needed
if a™=-1 | b~=1
y=flege(f,a,b);
G=subs(y,x);
else
G=feval (f,x);
end

%Polynomial derivate
pn=polyder(p(n+l,:));

%Calculate the coeficients
for i=1:n

C(i)=2./((1-x(i).72) .*((polyval(pn,x(i)))."~2));
end
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7.4. Integrationsmetoders ordning (Kapitel 7. Numerisk integrering)

%Scalar product of the function at the nodes and the coeficients
I=dot(C,G);
end

function p=polegende(n)
% p=polegend(n)
% Saves on the rows of the p matrix the coeficients of the legendre polynomial.
p(1,1)=1;
p(2,1:2)=[1 0];
for k=2:n
p(k+1,1:k+1)=((2%k-1) *[p(k,1:k) 0]-(k-1)*[0 0 p(k-1,1:k-1)]1)/k;
end
end

function y=flege(f,a,b)

/%Performs variable change if a=!-1 y b=!1
syms X;

x=((b-a)./2) .xx+(b+a)./2;

dx=(b-a)./2;

y=feval (f,x)*dx;

end

7.4 Integrationsmetoders ordning

7.4.1 Definition 7.11 Integrationsmetoders ordning

Néar steget h — 0 minskar felet med h? dir ¢ kallas metodens ordning. En
metod av ordning q ar exakt upp till och med grad ¢ — 1.

Simpsons regel har ¢ = 4, Trapetregeln har ¢ = 2.

7.4.2 Sats 7.1 Kostnad integrations metoder

Kostnaden for en integrationsmetod ar relaterad till antalet funktionsevalue-
ringar och dess nogrannheten ar relaterad till ordningen. Nar man véljer metod
gér man en avvagning mellan dessa tva.
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Kapitel 8

Differentialekvationer

Begynnelsevirdesproblemet y'(t) = f(¢,y(t)) med y(to) = yo l6ses numeriskt
genom anvandning av nagon approximerande metod. I det hér kapitlet presen-
teras nagra sddana metoder. Problemet y'(t) = f(¢,y(t)) kan vidare utokas till
att omfatta system av differentialekvationer, till exempel av andra ordningen

typ

y' = fty),y' 1)
y(to) = o (8.1)
y'(to) = wo
Detta problem aterfors till férsta ordningen genom ansatsen

y =

W = [yt w) (8.2)

Specialfall fas i tre olika former

o da f(t,y(t)) = f(t), vilken enkelt l6ses genom integrering av vénster- och
hogerled.

o da f(t,y(t)) = f(y(t)) vilken &r en autonom differentialekvation.
o da 2/(t) = Az(t) + By(t) for y(t) = cx(t), z(to) = xo, (Apgn,x(t) € R™)

vilken ar en linear ODE.

For att 16sa en differentialekvation maéste vi forst diskretisera det kontinu-

erliga tidsintervall i vilket differentialekvationen har sitt férlopp: to, t1, ..., t;, tit1, ...
——

hi
Vi kallar den approximerade 16sningen i punkten ¢ fér u; och den tillhérande

exakta losningen y; = y(t;)

8.1 Enkelstegsmetoder

De tva enkelstegsmetoderna som vi tar upp kallas implicit- och explicit Euler.
Dessa tas fram genom f6ljande resonemang: Givet att y(xg) = yo, antag att vi
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8.1. Enkelstegsmetoder (Kapitel 8. Differentialekvationer)

redan raknat ut y, dir 0 <n < N —-1och N > 1

fn y(t+h) —yt) y'(t)  Framéat differentierad
y () =Ftyt) = h 1 y(t+h) Bakat differentierad
(8.3)
Ur dessa fas approximationerna fér explicit Euler:

% = F(tius) = wisy = ui + b f(t, u) (8.4)

och implicit Euler:

Uiyl — Uy

= f(tin tin) = wiey = i+ hif (i, viv) (8.5)

Dér skillnaden dr att den implicita varianten har den okdnda w;41 i bade hoger-
och vénsterled.

8.1.1 Definition 8.1 Explicit Euler

(17 — U4
HT = f(ts, ui) = wip1 = ui + hi f(ti, u;) (8.6)
Initialisera forst genom att ansétta ug iterera darefter u;:
up = Yo =y(to)
uir1 = ui+hf(tiu), i=0,1,..,N~-1 (8.7)
’

8.1.2 Kod 8.1 Explicit Euler

function [t,y] = expeuler(f,tint,y0,h)

% [T,Y] = EXPEULER(F,TINT,YO,H) integrates the system of ODEs defined

% by the function F. F must be a function handle with two input

% arguments F(t,y) where t is the time and y is the state vector. It
% must also return a column vector containg the derivatives of the

% state variables. TINT is the interval of integration [TO TEND], YO
% is a column vector with the initial states and H is the time step
% length to be used in the integration. The outputs are T as a column
% vector containing time points and Y is a matrix with the states

% as columns.

t = tint(1):h:tint(2); 7% The time vector (note the tint(2) may be lost)

N = length(t); % Nbr of elements in t

M = length(y0); % Nbr of states

y = zeros(M,N); % Matrix to store computed states

y(:,1) = y0; % Initial state

for n = 1:N-1
y(:,n+1) = y(:,n)+h*f(t(n),y(:,n));
end

% Perform a last step if tint(2) was lost in t %
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8.1. Enkelstegsmetoder (Kapitel 8. Differentialekvationer)

if t(N)<tint(2)

t(N+1) = tint(2);

h = t(N+1) -t (N);
y (G N+1) = y (G, M) +h*f (6 (W) ,y(:,N));
end

% Transpose for agreement with outputs from Matlabs ODE-solvers %
y=ys
t t?;

8.1.3 Definition 8.2 Implicit Euler

Uir1 — Uj
% = f(tit1, iv1) = wip1 = u; + hif(tit1, vit1) (8.8)
1
Initialisera forst genom att ansétta ug iterera darefter u;:
up = yo = y(to)
Uiyt = Ui +hf(tipr,uig), i=01,..,N—1 (8.9)
~————
Ui

wj; Loses for u; 1 med FPI eller Newtons metod. Detta gor implicit Euler mer
tidskrdavande dn den explicita. Dock ar den implicita mer stabil ndr man 16ser
stiff-ekvationer, detta medger anvindning av en storre steglangd (h).

8.1.4 Kod 8.2 Implicit Euler med FPI

function [t,y] = impeuler_fpi(f,tint,y0,h)
% [T,Y] = IMPEULER_FPI(F,TINT,YO,H) integrates the system of ODEs defined

% by the function F. F must be a function handle with two input

% arguments F(t,y) where t is the time and y is the state vector. It
% must also return a column vector containg the derivatives of the

% state variables. TINT is the interval of integration [TO TEND], YO
% is a column vector with the initial states and H is the time step
% length to be used in the integration. The outputs are T as a column
% vector containing time points and Y is a matrix with the states

% as columns.

t = tint (1) :h:tint(2); Y% The time vector (note the tint(2) may be lost)

N = length(t); % Nbr of elements in t

M = length(yO0); % Nbr of states

y = zeros(M,N); % Matrix to store computed states

y(:,1) = yO; % Initial state

for n = 1:N-1
G = 0(x) y(:,n)+h*f(t(n+1),x);
x0 = y(:,n)+h*f(t(n),y(:,n)); % Explicit euler predictor to compute
% starting point in FPI
y(:,n+1) = fpi(G,x0); % Perform FPI to update states.
end

% Perform a last step if tint(2) was lost in t %
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8.1. Enkelstegsmetoder (Kapitel 8. Differentialekvationer)

if t(N)<tint(2)
t(N+1) = tint(2);
h = t(N+1) -t (N);
G = 0x) y(:,N)+h*f(t(N+1),x);
x0 = y(:,N)+h*f (£ (V) ,y(:,N));
y(:,N+1) = £fpi(G,x0);

end

% Transpose for agreement with outputs from Matlabs ODE-solvers 7%
y =9
t =1t

function x = fpi(G,x0)

%X = FPI(G,X0) performes fixed point iteration on the function G with
%the starting point X0. X is the computed fixed point.

TOL = le-9; % Tolerance on step length

MAXITER = 30; % Maximal Nbr of iterations

% Perform the first iteration %

xold = x0;
b'd = G(xo0ld);
iter =1,

% Perform the rest %

while norm(x-x0l1d)>TOL && iter<MAXITER
xo0ld = x;
X = G(x0ld);
iter = iter+1;

end

8.1.5 Definition 8.3 Stiff equation
En ekvation kallas for stiff (pa svenska: stel eller styv) da den har:

e Hog dampning och Hoga frekvenser

e En systemmatris A vars egenvirden har negativa realdelar (R(\) < 0 for
alla \) med stor storleks skillnad mellan den stérsta och minsta negativa
realdelen (Rpmaz(Xi) >>> Rinin(Aj)).

8.1.6 Sats 8.1 Stabilitet hos Eulers metod
Det kontinuerliga fallet med testekvationen y'(t) = Ay(¢) dr stabilt om:

reC
R(A) < 0 (8.10)
Diskretisering av kontinuerliga fallet ger explicit Euler
Uir1 = U; + Ahu; = (1 + )\h)ut (8.11)

Losningen &r stabil om |1+ hA| < 1
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8.2. Flerstegsmetoder (Kapitel 8. Differentialekvationer)

Diskretisering av kontinuerliga fallet ger &ven implicit Euler

= U1 = T
Losningen ar stabil om m <1

8.1.7 Sats 8.2 Precision och fel med Eulers metoder

Det globala felet fas ur e, = y(z,) — yn.

Den Lokala residualen eller Trunkeringsfelet fasur T, = W -

f(@n, y(zn))

8.1.8 Sats 8.3 Val av Eulermetod

Beroende pa vilken typ av differentialekvation som ska approximeras finns en
tummregel for vilken Losningsmetod som passar:

Enkelstegsmetod Flerstegsmetod

Stiff ODE Implicit Euler med Newtoniteration BDF
Nonstiff ODE | Implicit Euler med FPI eller Explicit Euler | Adams metoder

8.2 Flerstegsmetoder

Skillnaden mellan flerstegs- och enkelstegsmetoder ar att flerstegs metoderna ap-
proximerar differentialekvationen med hjélp av flera av punkterna i det diskreti-
serade tidsintervall i vilket differentialekvationen har sitt forlopp: to, t1, ..., t;, tit1, ..., te-
8.2.1 Initiera en flerstegsmetod
En flerstegsmetod initieras enligt:

e Ansitt begynnelsevirde

e Ansitt en enkelstegsmetod

e Ansitt en tva-stegs metod

8.2.2 Definition 8.4 Adams-Bashforths metoder (Explicit)

Generell form

k

Upt1 = Up + h Zﬂkfif(trwrlfia Unpt1—i) (8.13)
i1
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8.2. Flerstegsmetoder (Kapitel 8. Differentialekvationer)

Andra ordningens metod (Tvastegsmetod)
3 1
Uiy1 =u; +h if(tivui) - if(ti—l;ui—l) (8.14)
Tredje ordningens metod (Trestegsmetod)
h
Ui4+1 = Us + E [23]0(15“ ’LLZ) — 16f(ti,1, Uifl) + 5f(ti,2, ’LLZ',Q)] (815)
Fjdrde ordningens metod (Fyrstegsmetod)

Uir1 = U; + % (55f (ti,wi) — 59f (ti—1,wim1) + 37f (tic2, ui—2) — 9f (ti—3, ui—3)]
(8.16)

8.2.3 Definition 8.5 Adams-Moultons metoder (Implicit)

Adams-Moultons metod ar implicit eftersom man i den anvinder vérdet i £;41
trots att det ar oként.

Generell form
k

Up+1 = Up +h Zﬁk—if(thrpi, Unt1-i) (8.17)
=0
Forsta ordningens metod (k=0)
Uit = ui + hf(tipr, uit1)

(Implicit Euler)

Andra ordningens metod (k=1)

Ui =i + 5 [f (b1, wig1) + f(ti, u;)]

(Trapetsregeln)
Tredje ordningens metod (Tvastegsmetod)(k=2)

Uip1 = Ui + % [5f (i1, witr) + 8 (ti, wi) — f(tim1, ui-1)] (8.18)
Fjdrde ordningens metod (Trestegsmetod)

Uip1 = U; + % 9f (tig1, wir1) — 19f (ts,us) — 5f (tiz1, ui—1) + f(ti—2, ui—2)]
(8.19)

Femte ordningens metod

h
Uip1 = Ui‘*’ﬁo (251 f (tig1, wit1) — 646 f (ti,u;) — 264 f(ti—1,ui—1) + 106 f(ti—2, ui—2) — 19f(ti—3, ui—3)]
(8.20)
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8.2. Flerstegsmetoder (Kapitel 8. Differentialekvationer)

8.2.4 Definition 8.7 Omrade med absolut stabilitet

Omradet med absolut stabilitet horande till en lineér flerstegsmetod &r det set
av alla punkter A\h i det komplexa talplanet for vilken metoden ar absolut stabil,
det vill séga dér varje rot till stabilitetspolynomet : z,. = z.(Ah) < 1 (se Siili
s. 347).

8.2.5 Definition 8.7 A-stabil

En lineédr flerstegsmetod kallas A-stabil om dess omrade av absolut stabilitet
innehaller vanstra sidan av det komplexa talplanet.

8.2.6 Definition 8.6 Backwards differential formula (BDF)

BDF metoden konstrueras direkt fran differentialekvationen. Man séker ett po-
lynom som l6ser ODE i en punkt ¢,,; och interpolerar k tidigare punkter.
Anvind den generella linedra k-stegs metoden (som &ven trivialt kan ge Adams-
Bashforth och - Moulton

k k
Z AjYn+j = h Z ﬂjf('rn-l-jv yn-‘rj) (8'21)
=0 =0

For BDF metoderna géller da foljande:

B; =0

0<j<k-1

k>1

Bk # 0. Dessa villkor ger en metod som ser ut enligt:

OkYntk + oo+ Q0Yn = MOk ik (8.22)

Koefficienterna fas dér efter ur 12.47 Siili genom att sétta C; = 0 for j =
0,1,....k For k=1,2,3,4,5 fas metoderna nedan:

BDF1, k = 1: fas Implicit Euler.

BDF2, k = 2: 3yni2 — 4Ynt1 + Yn = 2h frio

BDF3, k = 3: 11yn4+3 — 18yp+2 + Yynt1 — 2yn = 6hfpis

BDF4, k = 4: 25y,44 — 48Yn+3 + 36ynt2 — 16ynt1 + 3yn = 120 fp 44

BDF5, k =5: 137yp+5 — 300yn+4 + 300yp4+3 — 200yp42 + 75Yn+1 — 12y, = 60k frt5

BDF7, k = 7: = Omradet med absolut stabilitet kollapsar!
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Kapitel 9

Appendix. Tidseffektivitet

Tidseffektivitet for kodalgoritmer méts i enheten flop (floating point operations
per second). En flop motsvarar en addition och en multiplikation. Notationen
som anvinds kallas ordonotation (O(n)) och visar hur manga flops en algoritm
kraver beroende pa antal element, n.

9.1 Ekvationssystem

9.1.1 LU-faktorisering

Vid 16sning av ekvationssystem med hjélp av LU faktorisering utfors féljande
steg:

1. A = LU sjilva faktoriseringen, O(n?) flops

2. L Ux = b framsubstitution, O(n?) flops
~~
y

3. Uz = y atersubstitution, O(n?) flops

Matlabkommandot @ = A\b utfér de nédvindiga av dessa steg (vid triangulér
A behovs inte alla steg) for att 10sa systemet
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Kapitel 10

Appendix. Hjalpsatser

10.1 Medelvardessatsen

Antag att f &r en realvird deriverbar funktion som &r definerad och kontinuerlig
pa ett intervall [a,d]. d& finns ett £ € (a,b) si att

f) = fla) = f' ()b —a). (10.1)

10.2 Symmetrisk matris

En matris A kallas symmetrisk om AT = A.

10.3 Ortogonalmatris

En matris A kallas for ortogonal om AT A = I, det vill séiga om transponatet
till A &r en invers till A.

10.4 Overbestamt system

Ett system som har fler ekvationer &n okénda kallas Gverbestdmt.

10.5 Kod tips:

10.5.1 for- eller while-loop

For-loopen &r antagligen att féredra da den avslutas &ven om man glomt imple-
mentera ett villkor f6r avslut. Om man glommer implementera rdknaren i while
fas en oéndlig loop.

10.5.2 Kod 10.1 :Numerisk approximation av funktions-
derivata

fprime_numerical=0(x) (f(x+1.e-8)-f(x))/(1.e-8)
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10.5. Kod tips: (Kapitel 10. Appendix. Hjdlpsatser)

10.5.3 Ortogonalt polynom
Setet av funktioner {po, ..., pn }Vp; # 0 pé intervallet [a, b] &r ortogonalt pa [a, b]

om
b Oom j#k
/a pj(x)pr(z)dz = {# . zmj i . (10.2)
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Kapitel 11

Assignments

11.1 Assignment 7, pendel:

Pendelns ekvation fas ur:

F(t) = _Tgsin(a) (11.1)

Denna differentialekvation ska 16sas med hjélp av BDF-2 Skapa ett interpo-
lations polynom Finn ett nollstélle till f(t) = p(t) — wobstacie

Val: BDF-2
e Hur starta — begynnelsevirde 1-stegs metod, Impl.-/ Expl.- Euler.

e Hur ritta till — FPI, Litt att implementera, eller Newton iteration (kra-
ver bestamning av jacobianen).

Polynomial
e varfor polynom och inte spline

e Hur manga interpolationspunkter — Var restriktiv med punkter for att
undvika Runges-Fenomen, 3 punkter.

e Vilken metod — polyfit eller Lagrange (av lathet).
Finn nollstéllen:

e Hur ser vi konvergens
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