Al:an Repetition

Philip Larsson

6 april 2013

1 Kapitel 1. Grundliaggande begrepp och termino-
logi

1.1 Delmingd

Om dndpunkterna ska rédknas med anvinds symbolerna | | och raka strick
F——d.
Om &ndpunkterna inte skall medréknas anvénds | [ och rundade stréck typ
c ——D.

1.2 Talsystem
e 7 Heltal ..., —-2,-1,0,1,2,...

e Q Rationella tal. Braktal/kvoter ex %

Heltal ar ocksa rationella eftersom 5 = %

e R Reella Tal. Alla tal som kan skrivas pa en tallinje. Tal som 7 och v/2
samt dven alla heltal och rationella tal.

2 Kapitel 2. Algebra

2.1 Rakneoperationer

Konjugatregeln
(a+b)(a—b) = a® — b

Kvadreringsregeln
(a+b)% = a?+ 2ab+ b?
(a —b)? = a? — 2ab + b?



2.2 Potenser

a® % a¥ = a*tv

2.3 Polynom och rationella uttryck

Exempel pa polynom ar

pi(z) =2t +22x - 122 -5

pa() = (v = 2)*(z — 4) + (v — 2)(w + 2)

Den korrekta matematiska forklaringen ar att ett polynom kan skrivas pa
formen

p(z) = apz™ + ap_12"t + -+ a17 + ag
Ett tal kallas for nollstélle till p(xz) om p(a) = 0. Detta betyder att « &r ett
nollstélle till p(z).
2.4 Rationella uttryck

Ett uttryck (f(z)) som kan skrivas pa formen

kallas for ett rationellt uttryck.
Exempel

23—z zt-3x%2—-4 z*-2z
r24+x—2 x3-Tx+2 1

Observera att varje polynom &r ett rationellt uttryck (med ndmnare ett, som
i sista exemplet ovan).

3 Kapitel 3. Ekvationer och olikheter

En ekvation ar ett matematiskt pastaende som innehaller en likhet och van-
ligen en eller flera obekanta.
Exempel:



> —r—-2=0
SinT = @

Att 16sa en sddan ekvation dr att bestdmma alla varden pa x som uppfyller

likheten.

3.1 Polynomekvationer

Ekvationer av typen

2 +pr+q=0

kan 16sas med hjélp av pq formeln

3.2 Olikheter

Ledvis addition och subtraktion bevarar olikheter. Multiplikation eller divi-
sion med ett positivt tal likasa. Daremot géller det att ledvis multiplikation
eller division med ett negativt tal dndrar riktning pa olikhetstecknet.

4 Kapitel 4. Summor och talfoljder

Summatecknet

100

> k=1+2+43+...+99+100

k=1

Det som star 6ver summatecknet kallas for slutvérdet (100), och det som
star under kallas for summationsindex och det ar dess startvarde (k = 1).

4.1 Aritmetisk summa

n
1

Zk:1+2+3+...+(n—1)+n:n<n;)
k=1
4.2 Geometrisk summa
n 2"t — 1
Zxkzl—kx—i—xz—i—...—i-a:"*l—i-x": 1 ,r#£ 1

- _

i
o



4.3 Binomialsatsen

K fakultet :
Kl=k-(k—1)-...-2-1dak>1
Observera att 0! = 1.

Exempel pa fakultet:
31=3-2-1=6
5l=5-4-3-2-1=120

Definition binomialkoefficienten.

(n) _ n!

k) = k)
(Z) liases som " over k”

Binomialsatsen

(a+b)" =a"+ (1a" 10" + (5)a" 2% + ...+ (")) a' bt + b"

n—1

Kan ocksa skrivas med hjalp av summatecken:

SO

k=0

5 Kapitel 5. Analytisk geometri

Réta linjens ekvation:

k kallas for riktningskoefficienten och anger linjens riktning.
Konstanten m anger vart den skir y-axeln.

Vi kan ockséd ange en linje med enpunktsformeln.

y—ylzk(l‘—fﬂl)‘

5.1 Parabel

Parabler ar en andragradskurva.
Punkten dér parabeln vander kallas for vertex.
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Forflyttnings och omskalningsregler
x ersitts med x — a forflyttning a steg at hoger
x ersatts med y — b forflyttning a steg uppéat
x ersitts med kx hoptryckning faktorn k i x-led
y ersitts med ky hoptryckning faktorn £ i y-led

5.2 Absolutbelopp och avstand i planet

Avstandet mellan a och origo betecknar vi |a|. Avstandet kallas absolutbe-
loppet av a.
Observera att ett avstand alltid &ar ett icke negativt tal.

Ex. |-7=7

Man skulle lite slarvigt kunna sidga att absolutbeloppet plockar bort ett mi-
nustecken hos ett tal.

|a — b| kommer att ge oss avstandet mellan a och b.

5.3 Cirkel ellips och hyperbel

Andra andragradskurvor forutom parabel &r cirkeln, ellipsen och hyperbeln.

5.3.1 Cirkel

Cirkelns ekvation:

2

(z—20)*+ (y—yo)* =7

5.3.2 Ellips

En ellips med medelpunkt (x, yo) och halvaxlarna a och b bestar av méngden
av alla punkter (z,y) som uppfyller ekvationen :

(=20 | =y _

a? b2 -




5.3.3 Hyperbel

@20l _ -l _
a? b2 -

Med andra ord precis som en ellips fast med bytt tecken i vansterledet.

6 Kapitel 7. Funktionsbegreppet

Med en funktion menar vi en regel som till varje reellt tal (i nagon given
delméngd av R) ordnar precis ett reellt tal. Ett exempel ar den funktion f
som till vare reellt tal  ordnar motsvarande kvadrerande tal 2, dvs

fla) =a?

En funktion bestar av tva komponenter. En regel och en delméngd.
Ex:

fl@)=ve—-1,z>1

Har har vi infort ett krav pa variabeln, s funktionen &r bara definierad
for z > 1. Funktionen f sigs d& ha definitionsméngd [1,00[. Vi skriver da
Dy =[1,00]

Avlasning pa y-axeln ger oss alla viarden som funktionen antar. Detta kallas
funktionens vardeméngd.



7 Kapitel 8. Elementara funktioner

7.1 Polynomfunktioner

For en polynomfunktion av hogst grad ett blir funktionskurvan en rét linje.
Ett andragradspolynom ger upphov till en parabel.

Grafy=2+2ochy =22 +4x+5

7.2 Potenser och exponentialfunktioner
7.2.1 Potensfunktion
fl)=2%2z>0

Exponenten &r fix (a), men basen varierar i en potensfunktion.

7.2.2 Exponentialfunktion
f(z)=a",z€R

Om vi fixerar basen, men later exponenten variera far vi en exponentialfunk-
tion.

Ett gemensamt drag for exponentialfunktioner dr att oavsett bas sa gar gra-
fen genom punkten (0, 1)
7.3 Logaritmfunktioner

“logx
Talet a kallas logaritmens bas.

b=%logz < a =z



Man kan lite slarvigt sdga att a-logaritmen av x ar "det tal som a ska upp-
héjas med for att fa z”.

Exempel:

Fér att berdkna 4log 16 stéller vi oss fragan: Vilket tal ska 4 upphdjas med
for att fa 167 Svaret &r 2, sa slutsatsen #r att 4 log 16 = 2.

~4log16 =% log4? =2

Man kan se det som att 4 log och 4:an "tar ut varandra’.

Tank pa att logaritmer endast &r definierade for positiva tal. Exempelvis
s& saknar ?log(—5) mening eftersom 2% = —5 saknar 16sning.

Samtliga logaritm-grafer gar igenom punkten (1,0) eftersom
%logl =0
Vissa logaritmer har speciella beteckningar.
e “logx = Inx, och kallas den naturliga logaritmen

e Vlog =lgx

7.3.1 Logaritm-regler
logzy = logx + logy
log% = logx — logy
logz® =k logx

7.4 Trigonometriska funktioner

nirliggande katet
hypotenusan

motstaende katet

stno = hypotenusan

cCoStx =

motstaende katet
narliggande katet

néirliggande katet

cotaw = motstaende katet

tana =

7.4.1 Grader

Med hjalp av ovanstaende trianglar far vi nu ut foljande vérden:
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Cosinusvirdet ldses pa den vagriata axeln (x-axeln), och sinusvirdet pa
den lodrita (y-axeln).
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cosx och sin

Tan ar definierat pa foljande sétt:

SINT
coST

tanx =



7.4.2 Radianer

Radianer &r ett battre sitt att ange vinklar. Vi utgéar fran enhetscirkeln och
ett helt varv motsvaras av 27 radianer. Av detta foljer det att:

7 rad = 180° rad = 90° g rad = 60°

o

% rad = 45° rad = 30° % rad = 15°

=E

Detta leder till att:
T i T — T T
cosy = siny = tcm4—cot4—1
T gy — 1 T o_ T
cosz = Sing = ;3 tan3 —cot6 = \/3
T aim T T o_ T _ 1
COSE = Sing = 5 tan6—cot3—\/§

7.5 Trigonometriska funktioner

Trigonometriska ettan:

2

cos®r + sinx =1

7.5.1 Sinus uttryckt i cosinus och vice versa

x) = cosx
x) = —sinx
x) = sinx
— ) = cosx
+ sin’zx =1

w
3.
S

(=
(-
cos(g
(E
2
cos’x

Det gar #iven att uttrycka kvadranterna cos?z och sin’z sahar:

00821' — 1+c352x
sinlx = #

7.5.2 Subtraktionsformler

cos(x — y) = cosx cosy + sinx siny
sin(x —y) = sinx cosy — cosx siny

10



7.5.3 Additionsformel for cosinus och sinus

cos(x +y) = cosx cosy — sinx siny
sin(z + y) = sinx cosy + cosz siny

7.5.4 Formlerna for dubbla vinkeln

2 2

coS2x = cos“r — sin‘x

sin2x = 2sinx cosx

8 Area-, sinus- och cosinussatsen

ARFASATSEN
Arean av en triangel dr halva produkten av tva sidors langder multiplicerat
med sinus for mellanliggande vinkel.

T = %sina

11



SINUSSATSEN 1 en triangel med sidorna a,b,c och motstaende vinklar
a, B, v galler

COSINUSSATSEN
Om sidorna i en triangel ar a, b, ¢ och den till sidan ¢ motstaende vinkeln
ar a, sa galler

a? = b2+ 2 — 2bc cos «

8.1 Cirkelns ekvation

Ekvation for en cirkel med given radie r och given medelpunkt (x¢,y,). Lat
(x,y) vara en godtycklig punkt pé cirkeln. Enligt definitionen av cirkel &r
avstandet mellan (z,y0) och (x,y) konstant lika med r.

(z —20)” + (y —0)* =17
8.2 Aritmetisk summa
w n(n+1)

YEk=14243+...+(n—-1)+n=—5
k=1
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8.3 Geometrisk summa

2 tl-1
z—1

n
Sab=1+4+a+22+. +2" 42" =
k=0

x#1

8.4 Ellipsens ekvation
(5522 4 ()2 = 1

a

Medelpunkt i zg och yq.
Talen a och b &r ellipsens skirning med positiva x-axeln (y = 0) respektive
y-axeln (x = 0). De kallas for ellipsens halvaxlar.

8.5 Definitionsméangd och vardemiangd

TO BE ADDED!

8.6 Bevis av pythagoras sats

Bilderna nedan visar en kvadrat vars sida ar a + b langdenheter lang. Genom
att partionera kvadranten i tva olika pussel kan man bevisa pythagoras sats.

BILD

Eftersom de 4 trianglarna i bada pusslarna &r lika stora sa maste de bada
streckande kvadranterna (a? +b?) ha lika stor area tillsammans som kvadra-
ten i den hogra (c?).

Alltsa: a? +b? = ¢?

9 Summor och talfoljder

9.1 Binomialkoefficient

n n!
(k) = & (n—k)!
For heltal n, &k > 0 med n > k definieras binomialkoefficienten (Z)

9.2 Binomialsatsen

(a+b)" = i ()am P
k=0
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10 Faktorsatsen

Lat f(x) vara ett polynom.
f(a) =0 <= 2z — a delar f(z)
Ezempel

flx) =23 — 222 — 11z + 12
f)y=12-2-11+12=0
alltsa delas f(x) av x = 1 enligt faktorsatsen.

10.1 Korta versionen

f(x) = (z —a)g(z) + C <= C = f(a)
Alla f(a) =0 <= z — a delar f(x)
(f(x) ar ett polynom.)
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